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Çàäà÷à 1. Íåêà Z å ìíîæåñòâîòî îò öåëèòå ÷èñëà. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ôóíêöèè f : Z → Z,
òàêèâà ÷å, çà âñÿêà äâîéêà öåëè ÷èñëà a è b å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

f(2a) + 2f(b) = f(f(a+ b)).

Çàäà÷à 2. Â òðèúãúëíèê ABC, òî÷êà A1 ëåæè íà ñòðàíàòà BC, à òî÷êà B1 ëåæè íà ñòðàíàòà

AC. Íåêà P è Q ñà òî÷êè ñúîòâåòíî âúðõó îòñå÷êèòå AA1 è BB1, òàêèâà, ÷å PQ å óñïîðåäíà

íà AB. Íåêà P1 å òî÷êà îò ïðàâàòà PB1, òàêà ÷å B1 å ñòðîãî ìåæäó P è P1, è ∠PP1C = ∠BAC.
Àíàëîãè÷íî, íåêà Q1 å òî÷êà îò ïðàâàòà QA1, òàêà ÷å A1 å ñòðîãî ìåæäó Q è Q1, è ∠CQ1Q =
∠CBA.

Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå P , Q, P1 è Q1 ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

Çàäà÷à 3. Åäíà ñîöèàëíà ìðåæà èìà 2019 ïîòðåáèòåëÿ, ÷àñò îò êîèòî ñà ïðèÿòåëè â íåÿ.

Êîãàòî ïîòðåáèòåë A å ïðèÿòåë ñ ïîòðåáèòåë B, òî è ïîòðåáèòåë B å ïðèÿòåë ñ ïîòðåáèòåë A.
Ñúáèòèÿ îò ñëåäíèÿ òèï ìîãàò äà ñå ñëó÷âàò íåêîëêîêðàòíî, íî íèêîãà åäíîâðåìåííî:

Òðè ïîòðåáèòåëÿ A, B, è C, òàêèâà, ÷å A å ïðèÿòåë è ñ B è ñ C, íî B è C íå

ñà ïðèÿòåëè ïîìåæäó ñè, èçìåíÿò ïðèÿòåëñêèòå ñè ñòàòóñè òàêà, ÷å B è C ñòàâàò

ïðèÿòåëè, äîêàòî A âå÷å íå å ïðèÿòåë íèòî ñ B, íèòî ñ C. Ñòàòóñèòå íà âñè÷êè

îñòàíàëè ïðèÿòåëñòâà ñå çàïàçâàò.

Ïúðâîíà÷àëíî, 1010 îò ïîòðåáèòåëèòå èìàò ïî 1009 ïðèÿòåëÿ âñåêè, à 1009 îò ïîòðåáèòåëèòå

èìàò ïî 1010 ïðèÿòåëÿ âñåêè. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò òàêèâà ñúáèòèÿ,
ñëåä êîÿòî âñåêè ïîòðåáèòåë å ïðèÿòåë ñ íàé-ìíîãî åäèí îò îñòàíàëèòå ïîòðåáèòåëè.
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Çàäà÷à 4. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà (k, n), çà êîèòî

k! = (2n − 1)(2n − 2)(2n − 4) · · · (2n − 2n−1).

Çàäà÷à 5. Áàíêàòà íà Áàò å èçäàëà ñåðèÿ ìîíåòè, êîèòî èìàò H íà åäíàòà ñè ñòðàíà è T
íà äðóãàòà ñòðàíà. Õàðè ðàçïîëàãà ñ n îò òåçè ìîíåòè, íàðåäåíè â ëèíèÿ îòëÿâî íàäÿñíî.
Äîêàòî ìîæå, òîé èçâúðøâà ñëåäíàòà îïåðàöèÿ: àêî òî÷íî k > 0 îò ìîíåòèòå ñà ñ H íàãîðå,
Õàðè îáðúùà k-òàòà ìîíåòà îòëÿâî íàäÿñíî; â ïðîòèâåí ñëó÷àé âñè÷êè ìîíåòè ñà ñ T íàãîðå è
òîé ñïèðà. Íàïðèìåð, ïðè n = 3 ïðîöåñúò, ñòàðòèðàù ñ êîíôèãóðàöèÿòà THT èçãëåæäà òàêà:
THT → HHT → HTT → TTT , è ñëåä òðè îïåðàöèè Õàðè ñïèðà.

(à) Äà ñå äîêàæå, ÷å íåçàâèñèìî îò ïúðâîíà÷àëíàòà êîíôèãóðàöèÿ, Õàðè ñïèðà ñëåä êðàåí
áðîé îïåðàöèè.

(á) Íåêà çà âñÿêà íà÷àëíà êîíôèãóðàöèÿ C îçíà÷èì ñ L(C) áðîÿò èçâúðøåíè îïåðàöèè ïðåäè
Õàðè äà ñïðå. Íàïðèìåð, L(THT ) = 3, à L(TTT ) = 0. Äà ñå íàìåðè ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà
L(C) âúðõó âñè÷êè 2n âúçìîæíè íà÷àëíè êîíôèãóðàöèè C.

Çàäà÷à 6. Íåêà I å öåíòúðúò íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò ω çà îñòðîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ABC,
çà êîéòî AB 6= AC. Îêðúæíîñòòà ω ñå äîïèðà äî ñòðàíèòå BC, CA è AB, ñúîòâåòíî â òî÷êèòå
D, E è F . Ïðàâàòà ïðåç D, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà EF ïðåñè÷à ω çà âòîðè ïúò â òî÷êàòà R. Ïðàâà-
òà AR ïðåñè÷à ω çà âòîðè ïúò â òî÷êàòà P . Îïèñàíèòå îêðúæíîñòè îêîëî òðèúãúëíèöèòå PCE
è PBF ñå ïðåñè÷àò çà âòîðè ïúò â òî÷êàòà Q.

Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðàâèòå DI è PQ ñå ïðåñè÷àò âúðõó ïðàâàòà ïðåç A, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà AI.
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