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Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Â ÷åòèðèúãúëíèêà ABCD ñòðàíàòà AD å ðàâíà íà ñòðàíàòà BC, à ïðàâèòå

AD è BC ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà E. Òî÷êèòå M è N ñà ñúîòâåòíî ñðåäè íà ñòðàíèòå AB è

CD. Äà ñå äîêàæå, ÷å îòñå÷êàòà MN å óñïîðåäíà íà úãëîïîëîâÿùàòà íà ∡AEB.

�åøåíèå. Íåêà òî÷êàòà P å ñðåäà íà äèàãîíàëà AC íà ÷åòèðèúãúëíèêà ABCD è AD =
BC = 2a. Òîãàâà PN ||AD è PN = a (ñðåäíà îòñå÷êà â △ACD); PM ||BC è PM = a
(ñðåäíà îòñå÷êà â △ABC). Ñëåäîâàòåëíî MP = NP è ∡(AD;MN) = ∡(PN ;MN) =
∡(PM ;MN) = ∡(BC,MN).

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ïîñòðîÿâàíå íà ñðåäà íà äèàãîíàë; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å

MP = NP ; 1 ò. çà äîêàçâàíå íà ∡(AD;MN) = ∡(PN ;MN); 4 ò. çà çàâúðøâàíå.
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Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà A =
√
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Çàäà÷à 8.3. Îïðåäåëåòå áðîÿ íà âñè÷êè ðåäèöè îò ðàçëè÷íè äâóöè�ðåíè ÷èñëà, òàêèâà ÷å

ïúðâîòî ÷èñëî â ðåäèöàòà å 10, ïîñëåäíîòî èìà ñáîð îò öè�ðèòå 7 è âñÿêî íîâî ÷èñëî â

ðåäèöàòà ñå ïîëó÷àâà îò òîâà ïðåä íåãî ñ åäíî îò ñëåäíèòå äåéñòâèÿ:

1) Åäíà îò öè�ðèòå å óâåëè÷åíà ñ 1, à äðóãàòà íå å ïðîìåíåíà;

2) Åäíà îò öè�ðèòå å óâåëè÷åíà ñ 1, à äðóãàòà å íàìàëåíà ñ 1.

�åøåíèå. Ñðåä äâóöè�ðåíèòå ÷èñëà èìà 1 ñúñ ñáîð íà öè�ðèòå 1, 2 � ñ 2, 3 � ñ 3, ..., 7 �

ñúñ 7. Ñáîðúò îò öè�ðèòå íà ÷èñëàòà â ðåäèöàòà íå íàìàëÿâà. Çà âñÿêî i = 2, 3, ..., 7 èìà
2 èçáîðà êîå äà å ïúðâîòî ÷èñëî ñúñ ñáîð îò öè�ðèòå i (â çàâèñèìîñò îò òîâà ïðè êîÿ îò

öè�ðèòå å óâåëè÷åíèåòî) è i èçáîðà êîå äà å ïîñëåäíîòî (àêî å ñúùîòî, òî â ðåäèöàòà èìà
ñàìî åäíî ÷èñëî ñúñ ñáîð íà öè�ðèòå i), êàòî ìåæäó òÿõ ðåäèöàòà å îïðåäåëåíà åäíîçíà÷íî.
Îòãîâîð: 26.7! = 322560.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ñúîáðàæåíèåòî, ÷å èìà çíà÷åíèå ñàìî ïúðâîòî è ïîñëåäíîòî

ñ äàäåí ñáîð; 1 ò. çà òîâà, ÷å çà ïúðâîòî èìà 2 èçáîðà; 1 ò. çà òîâà, ÷å çà ïîñëåäíîòî èìà i
èçáîðà; 3 ò. çà çàâúðøâàíå; 1 ò. çà ïðàâèëåí îòãîâîð (ïðèåìà ñå è âúâ âèäà 26.7!).

2



Çàäà÷à 8.4. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî n îçíà÷àâàìå

An = 6561n − 6.729n − 4.81n + 2.32n+3 − 45.

a) Êîå å íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî k, çà êîåòî 2k äåëè An çà âñÿêî n?
á) Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî k ñúùåñòâóâà n, òàêîâà ÷å 2k äåëè An.

�åøåíèå. Àêî x = 9n, òî An = x4 − 6x3 − 4x2 +54x− 45 = x4 − 6x3 +5x2 − 9x2 +54x− 45 =
x2(x2 − 6x+ 5)− 9(x2 − 6x+ 5) = (x2 − 9)(x − 5)(x− 1) = (81n − 9)(9n − 5)(9n − 1).
à) Ïðè äåëåíèå íà 16 îñòàòúêúò íà 81n å 1, çíà÷è íà 81n − 9 å 8, ò.å. òî ñå äåëè íà 23, íî íå
íà 24.
Ïðè äåëåíèå íà 8 îñòàòúêúò íà 9n å 1, çíà÷è íà 9n − 5 å 4, ò.å. òî ñå äåëè íà 22, íî íå íà 23.
Îñâåí òîâà 9n − 1 ñå äåëè íà 23 è ïðè n = 1 íå ñå äåëè íà 24, òàêà ÷å An ñå äåëè íà 28 è A1

íå ñå äåëè íà 29, òàêà ÷å îòãîâîðúò íà à) å k = 8.
á) Àêî ÷èñëîòî 2 ó÷àñòâà â ℓ-òà ñòåïåí â êàíîíè÷íîòî ðàçëàãàíå íà 9n−1, òî â êàíîíè÷íîòî
ðàçëàãàíå íà 92n−1 = (9n−1)(9n+1) òî ó÷àñòâà â ℓ+1-âà ñòåïåí, ïîíåæå âòîðíÿò ìíîæèòåë
äàâà îñòàòúê 2 ïðè äåëåíèå íà 4. Êàòî îò÷åòåì, ÷å 2 ó÷àñòâà â 3-òà ñòåïåí â êàíîíè÷íîòî

ðàçëàãàíå íà 92
0 − 1, çàêëþ÷àâàìå, ÷å òî ó÷àñòâà â ñòåïåí 3 +m â ðàçëàãàíåòî íà 92

m − 1.
Ñëåäîâàòåëíî ìíîæèòåëÿò 2 â ðàçëàãàíåòî íà A2m å îò ñòåïåí 3+ 2+ 3+m, êîåòî ìîæå äà

ñòàâà ïðîèçâîëíî ãîëÿìî.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) a) 4 ò., îò êîèòî: 1 ò. çà ðàçëàãàíåòî è ïî 1 ò. çà îïðåäåëÿíå íà

ñòåïåíòà íà 2 âúâ âñåêè îò òðèòå ìíîæèòåëÿ;

á) 3 ò. çà âñÿêà ðàáîòåùà êîíñòðóêöèÿ.

Çàäà÷à 9.1. Äàäåíè ñà êâàäðàòíèòå óðàâíåíèÿ

ax2 − x− 1 = 0, bx2 − 2x− 1 = 0 è abx2 + (a3 − b)x+ b− a = 0.

Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèòå ïàðàìåòðè a è b, çà êîèòî âñåêè

äâå îò óðàâíåíèÿòà èìàò îáù ðåàëåí êîðåí, íî òðèòå óðàâíåíèÿ íÿìàò îáù ðåàëåí êîðåí.

�åøåíèå. Ïúðâî, òúé êàòî âñÿêî óðàâíåíèå ó÷àñòâà â äâå ðàçëè÷íè äâîéêè ñ ðàçëè÷íè

îáùè ðåàëíè êîðåíè (ïîðàäè ëèïñàòà íà îáù êîðåí è çà òðèòå óðàâíåíèÿ), òî âñÿêî îò

òðèòå êâàäðàòíè óðàâíåíèÿ èìà ïî äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà. Â ÷àñòíîñò, a, b 6= 0. Íåêà
îçíà÷èì êîðåíèòå íà ïúðâîòî óðàâíåíèå ñ x1 è x2, à íà âòîðîòî ñ x2 è x3. Òîãàâà, ñúãëàñíî
óñëîâèåòî, êîðåíèòå íà òðåòîòî óðàâíåíèå ñà x3 è x1. Ìîæåì ëåñíî äà èçðàçèì x2 êàòî

�óíêöèÿ íà a è b îò ðàçëèêàòà íà äâåòå óðàâíåíèÿ. Íàèñòèíà, èìàìå ax22 − x2 − 1 = 0 è

bx22 − 2x2 − 1 = 0, ñëåäîâàòåëíî (b − a)x22 = x2. Íî x2 = 0 íå ìîæå äà å êîðåí íà íèêîå

îò ïúðâèòå äâå óðàâíåíèÿ (ñòîéíîñòòà íà êâàäðàòíèòå òðè÷ëåíè â íóëàòà å −1) è çíà÷è

x2 =
1

b− a
, êàòî b 6= a. Îò �îðìóëèòå íà Âèåò, èìàìå ÷å

x1x2 = −1

a
, =⇒ x1 =

a− b

a
; x2x3 = −1

b
, =⇒ x3 =

a− b

b
.
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Ñåãà îò �îðìóëèòå íà Âèåò çà òðåòîòî óðàâíåíèå èìàìå

b− a

ab
= x1x3 =

(a− b)2

ab
, =⇒ (b− a− 1)(b− a) = 0, =⇒ b− a = 1,

çàùîòî âå÷å ñïîìåíàõìå, ÷å b 6= a. Îòòóê, x2 = 1 è çíà÷è 0 = ax22 − x2 − 1 = a − 2, ò.å.,
a = 2 è b = a + 1 = 3. Äèðåêòíà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å ïðè òåçè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå

ïúðâîòî óðàâíåíèå èìà êîðåíè {−1/2, 1}, âòîðîòî óðàâíåíèå èìà êîðåíè {1,−1/3}, à òðåòîòî
óðàâíåíèå èìà êîðåíè {−1/2,−1/3}. Îêîí÷àòåëíî, åäèíñòâåíî a = 2 è b = 3 ñà ðåøåíèå íà
çàäà÷àòà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) Ïî 1 ò. çà èçðàçÿâàíå íà âñåêè îò òðèòå êîðåíà ÷ðåç a è b; 2 ò. çà

äîêàçâàíå íà b− a = 1; 1 ò. çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî a = 2, b = 3; 1 ò. çà ïðîâåðêà, ÷å òîçè
èçáîð çà ïàðàìåòðèòå íàèñòèíà âîäè äî ðåøåíèå.

Çàäà÷à 9.2. Âïèñàíàòà îêðúæíîñò â òðèúãúëíèê ABC ñå äîïèðà äî ñòðàíèòå AB, BC è CA
ñúîòâåòíî â òî÷êèòå M , N è P . Òî÷êà K îò ñòðàíàòà BC å òàêàâà, ÷å MN å úãëîïîëîâÿùà

íà ∡CMK, à òî÷êà Q å òàêàâà, ÷å K å ñðåäà íà MQ. Äà ñå äîêàæå, ÷å ∡KNQ = ∡PNM .

�åøåíèå. Íåêà L å ñðåäà íà PN . Òúé êàòî òî÷êà C ñå ÿâÿâà ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà äîïèðàòåë-

íèòå ïðåç âúðõîâåòå N è P êúì îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèê NPM îêðúæíîñò, òî MC å

ñèìåäèàíà çà △PMN . Ñëåäîâàòåëíî, ∡PML = ∡CMN = ∡NMK. Íî, ∡LPM = ∡MNK,

êàòî ïîëîâèíêè îò äúãàòà NM è çíà÷è

△PLM ∼ △NKM =⇒ PL

LM
=

NK

MK
=⇒ NL

LM
=

NK

QK
.

Ñúùî òàêà

∡MLN = 180◦ − ∡MLP = 180◦ −∡MKN = ∡QKN.

Çàêëþ÷àâàìå, ÷å △KNQ ∼ △LNM , îò êúäåòî ∡KNQ = ∡PNM .

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ïîñòðîÿâàíå íà òî÷êà L; 1 ò. çà MC � ñèìåäèàíà â △PMN ;

2 ò. çà △PLM ∼ △NKM ; 2 ò. çà △KNQ ∼ △LNM è 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.3. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2, çà êîåòî ñúùåñòâóâàò n
åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, a2, . . . , an, òàêèâà ÷å ñóìàòà îò êâàäðàòèòå èì äà å òî÷åí êâàäðàò íà

åñòåñòâåíî ÷èñëî, à ïðîèçâåäåíèåòî èì äà å òî÷íà n-òà ñòåïåí íà åñòåñòâåíî ÷èñëî.

�åøåíèå. Îòãîâîð n = 3. Ïðè n = 2 èñêàìå äà ðåøèì ñèñòåìàòà: a21 + a22 = m2
è a1a2 = k2.

Äèðåêòíî ñå âèæäà, ÷å àêî {a1, a2} å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà è (a1, a2) = d > 1, òî è äâîéêàòà

{a1
d
,
a2
d

}

ñúùî å ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëíî, á.î.î., ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ÷èñëàòà a1 è a2 ñà

âçàèìíî ïðîñòè. Òîãàâà a1 = b21 è a2 = b22 çà íÿêîè åñòåñòâåíè ÷èñëà b1, b2 è òúðñèì ðåøåíèå

íà óðàâíåíèåòî b41 + b42 = m2
.

Ëåìà: Óðàâíåíèåòî x4 + y4 = z2 íÿìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà!

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî è äà ðàçãëåäàìå ðåøåíèåòî x0, y0, z0, ïðè êîåòî z0 å íàé-ìàëêî.

ßñíî å, ÷å (x0, y0, z0) = 1. Ùå êîíñòðóèðàìå ðåøåíèå ñ ïî-ìàëêî z, êîåòî ùå äîâåäå äî
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ïðîòèâîðå÷èå. ×èñëàòà x20, y
2
0 è z0 îáðàçóâàò ïèòàãîðîâà òðîéêà. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò

åñòåñòâåíè ÷èñëà u è v, çà êîèòî

x20 = 2uv, y20 = u2 − v2, z0 = u2 + v2.

Îò (x0, y0) = 1, ñëåäâà ÷å v å ÷åòíî, à u � íå÷åòíî (â ïðîòèâåí ñëó÷àé y20 ≡ −1 (mod 4),
êîåòî å íåâúçìîæíî). Îò x20 = 2uv ñëåäâà, ÷å v = 2a2 è u = b2 çà íÿêîè åñòåñòâåíè ÷èñëà a
è b. Îò ðàâåíñòâîòî

y20 + v2 = (u2 − v2) + v2 = u2

ñëåäâà, ÷å y0, v è u ñúùî îáðàçóâàò ïèòàãîðîâà òðîéêà. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò âçàèìíî ïðîñòè

åñòåñòâåíè ÷èñëà p è q, çà êîèòî

y0 = p2 − q2, v = 2pq, u = p2 + q2.

Ñëåäîâàòåëíî a2 = pq è p = s2, q = t2. Â êðàéíà ñìåòêà, ïîëó÷àâàìå

b2 = u = p2 + q2 = s4 + t4, b ≤ b2 = u < u2 + v2 = z0.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëíî n = 2 íå å âúçìîæíî. Ïðè n = 3, äèðåêòíà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å {a1, a2, a3} =
{4, 9, 48} óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà, çàùîòî 42 + 92 + 482 = 492 è 4 · 9 · 48 = 123.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ñâåæäàíå íà ñëó÷àÿ n = 2 äî x4+y4 = z2; 1 ò. çà �îðìóëèðàíå
íà ëåìàòà; 2 ò. çà äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà; 3 ò. çà êîíñòðóèðàíå íà ïðèìåð ïðè n = 3.

Çàäà÷à 9.4. Âúðõó êâàäðàòíà äúñêà 2021 × 2021 ñà ðàçïîëîæåíè òîïîâå, òàêà ÷å:

1) Âñÿêî ïîëå íà äúñêàòà ñå àòàêóâà îò ïîíå åäèí òîï.

2) Âñåêè òîï àòàêóâà íàé-ìíîãî 18 äðóãè òîïà.

Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà k, çà êîÿòî ãàðàíòèðàíî ìîæåì äà òâúðäèì, ÷å âñåêè

êâàäðàò k × k îò äúñêàòà ñúäúðæà ïîíå åäèí òîï.

(Òîï àòàêóâà âñè÷êè ïîëåòà îò õîðèçîíòàëà è âåðòèêàëà â êîèòî ñå íàìèðà, êàêòî è òîïîâåòå,

ðàçïîëîæåíè â òåçè ïîëåòà.)

�åøåíèå. Îòãîâîð: k = 1920. Íåêà íîìåðèðàìå ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå íà äúñêàòà îò 1 äî

2021 è äà çàïî÷íåì äà ïîñòàâÿìå ïî 19 ñúñåäíè òîïà íà ðåäîâå 1, 2, . . . , 106, êàòî âúâ âñåêè
ñòúëá äà èìàìå íàé-ìíîãî åäèí òîï (ò.å., íà i-òèÿ ðåä ïîñòàâÿìå òîïîâåòå â ñòúëáîâåòå

19(i− 1)+1, 19(i− 1)+2, . . . , 19i). Íà 107-ìèÿ ðåä ïîñòàâÿìå ñåäåì òîïà â ïîñëåäíèòå ñåäåì

ñòúëáà. Î÷åâèäíî òàêîâà ðàçïîëîæåíèå íà òîïîâåòå óäîâëåòâîðÿâà è äâåòå èçèñêâàíèÿ â

óñëîâèåòî. Ñåãà, íåêà ïðåñìåòíåì ñòðàíàòà ℓ íà íàé-ãîëåìèÿ ïðàçåí êâàäðàò îò äúñêàòà,

ñ âðúõ (2021, 2021). Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å òîâà å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî óäîâëåòâîðÿâàùî

íåðàâåíñòâîòî

(2021 − ℓ) · 19 ≥ ℓ =⇒ ℓ ≤ 2021 · 19
20

< 1920.

Ñëåäîâàòåëíî, êîíñòðóèðàõìå ïîçâîëåíî ðàçïîëîæåíèå íà òîïîâåòå âúðõó øàõìàòíà äúñêà,

òàêà ÷å äà îñòàíå ïðàçåí êâàäðàò ñ ðàçìåðè 1919 × 1919, ò.å., k ≥ 1920.
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Íåêà ñåãà äîïóñíåì, ÷å ïðè ïîçâîëåíî ðàçïîëîæåíèå íà òîïîâåòå ñúùåñòâóâà ïðàçåí êâàäðàò

1920 × 1920. Ñëåä ïðåíàðåæäàíå íà ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå íà äúñêàòà, á.î.î., òîçè êâàäðàò

îòíîâî å ñ âðúõ (2021, 2021). Òúé êàòî 2021 − 1920 = 101 è âúâ âñåêè îò ïúðâèòå 101 ðåäà

èìàìå íå ïîâå÷å îò 19 òîïà, à 19·101 = 1919 < 1920, ïîëó÷àâàìå ÷å â ïîíå åäèí îò ñòúëáîâåòå
íà äúñêàòà, ñúäúðæàùè ãîëåìèÿ ïðàçåí êâàäðàò, íå å ðàçïîëîæåí òîï. Àíàëîãè÷íî èìàìå,

÷å â ïîíå åäèí îò ðåäîâåòå íà äúñêàòà, ñúäúðæàùè ãîëåìèÿ ïðàçåí êâàäðàò, íå å ðàçïîëîæåí

òîï. Ñëåäîâàòåëíî, ïðåñå÷íîòî ïîëå íà òîçè ñòúëá è òîçè ðåä íå å àòàêóâàíî îò íèòî åäèí

îò òîïîâåòå � ïðîòèâîðå÷èå. Îòòóê è âñåêè êâàäðàò 1920× 1920 ñúäúðæà â ñåáå ñè ïîíå ïî

åäèí òîï.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà ïðèìåð, ÷å k ≥ 1920; 3 ò. çà îöåíêà, ÷å k ≤ 1920; 1 ò. çà

äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10.1. Äàäåíà å ñèñòåìàòà

∣

∣

∣

∣

xy + y − x = ax+ 8
z2 − x2y − xy = 3

,

êúäåòî a å ðåàëåí ïàðàìåòúð. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà a, çà êîèòî ñèñòåìàòà èìà
åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

�åøåíèå. Àêî (x0, y0, z0) e ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà, òî (x0, y0,−z0) ñúùî å ðåøåíèå. Ñëåäîâà-
òåëíî z = 0 è òîãàâà:

∣

∣

∣

∣

xy + y − x = ax+ 8
x2y + xy = −3

⇐⇒
∣

∣

∣

∣

y(x+ 1) = x(a+ 1) + 8
xy(x+ 1) = −3

Òúé êàòî x 6= 0,−1, òî y(x + 1) = − 3

x
è ñëåä çàìåñòâàíå â ïúðâîòî óðàâíåíèå íàìèðàìå:

(a+ 1).x2 + 8.x+ 3 = 0. Èñêàìå òîâà óðàâíåíèå äà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.
Ïúðâè ñëó÷àé. a = −1 òîãàâà x = 3

8
, y = 64

5
.

Âòîðè ñëó÷àé. a 6= −1 òîãàâà îò D = 0 ïîëó÷àâàìå a = 13

3
, îòêúäåòî x = −3

4
è y = 16.

Òðåòè ñëó÷àé. a 6= −1 è D > 0, êàòî åäèíèÿò êîðåí å x1 = −1, òîãàâà a = 4, x2 = −3

5
è

y = 25

2
.

Îòãîâîð:

Ïðè a = −1 ðåøåíèåòî å (3/8; 64/5; 0); ïðè a = 13

3
ðåøåíèåòî å (−3/4; 16; 0) è ïðè a = 4

ðåøåíèåòî å (−3/5; 25/2; 0).

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà z = 0; 2 ò. çà äîñòèãàíå äî óðàâíåíèåòî (a+1)x2 +8x+3 = 0;
ïî 1 ò. çà ïúðâè è âòîðè ñëó÷àé; 2 ò. çà òðåòè ñëó÷àé.

Çàäà÷à 10.2. Çà òðèúãúëíèê ABC âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò k ñ öåíòúð O è ðàäèóñ r
êúì ñòðàíàòà AB ñå äîïèðà äî AB â òî÷êà D è äî ïðîäúëæåíèÿòà íà ñòðàíèòå AC è BC
ñúîòâåòíî â òî÷êè P è Q. Íåêà CO ïðåñè÷à AB â òî÷êà L. Àêî CD = r, äà ñå äîêàæå, ÷å
QP ðàçïîëîâÿâà OL.

�åøåíèå. Íåêà PQ ïðåñè÷à OL â òî÷êà T . Îò△QOC - ïðàâîúãúëåí ñëåäâàQO2 = OT.OC(1).
ÍåêàDM e ïåðïåíäèêóëÿð îòD êúì CO. Îò△DLO ïðàâîúãúëåí ñëåäâàDO2 = OM.OL(2).
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Îò (1) è (2) ïîëó÷àâàìå OT.OC = OM.OL. Îò CD = OD ñëåäâà OC = 2.OM , ò.å.

2.OT = OL, ñ êîåòî òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà QO2 = OT.OC; 1 ò. çà ïîñòðîåíèåòo íà ïåðïåíäèêóëÿðà DM ,

1 ò. çà DO2 = OM.OL; 2 ò. çà OT.OC = OM.OL; 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10.3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, çà êîèòî ÷èñëîòî

N = 2 +
n
∑

k=1

k.2k

å òî÷åí êâàäðàò íà åñòåñòâåíî ÷èñëî.

�åøåíèå. Ñ ÌÌÈ óñòàíîâÿâàìå, ÷å

∑

n

k=1
k.2k = (n − 1).2n+1 + 2. Òúðñèì n, çà êîèòî N =

4 + (n − 1).2n+1 = t2, êúäåòî t å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ïðè n > 5 èìàìå t = 2.k îòêúäåòî

1 + (n − 1).2n−1 = k2 = (2.s + 1)2 è (n − 1).2n−1 = 2.s(2.s + 2), ò.å. (n − 1).2n−3 = s.(s + 1).
Òúé êàòî s è s + 1 ñà 2 ïîñëåäîâàòåëíè ÷èñëà è 2n−3 > n çà n > 5(ÌÌÈ) ñëåäîâàòåëíî

2n−3 − (n − 1) > 1 è âúçìîæíèòå ðåøåíèÿ ñà çà n = 1, 2, 3, 4, 5. Ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà ñå

óñòàíîâÿâà, ÷å òúðñåíèòå n ñà n = 1 è N = 4, n = 3 è N = 36 , n = 4 è N = 100.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò.

∑

n

k=1
k.2k = (n−1).2n+1+2; 1 ò. çà ïðåäñòàâÿíåòî íà (n−1).2n−3 =

s.(s+ 1); 2 ò. çà îöåíêàòà 2n−3 − (n− 1) > 1 ïðè n > 5; 1 ò. çà îòãîâîð.

Çàäà÷à 10.4. Âúðõó êâàäðàòíà äúñêà 2021 × 2021 ñà ðàçïîëîæåíè òîïîâå, òàêà ÷å:

1) Âñÿêî ïîëå íà äúñêàòà ñå àòàêóâà îò ïîíå åäèí òîï.

2) Âñåêè òîï àòàêóâà íàé-ìíîãî 18 äðóãè òîïà.

Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà k, çà êîÿòî ãàðàíòèðàíî ìîæåì äà òâúðäèì, ÷å âñåêè

êâàäðàò k × k îò äúñêàòà ñúäúðæà ïîíå åäèí òîï.

(Òîï àòàêóâà âñè÷êè ïîëåòà îò õîðèçîíòàëà è âåðòèêàëà â êîèòî ñå íàìèðà, êàêòî è òîïîâåòå,

ðàçïîëîæåíè â òåçè ïîëåòà.)

�åøåíèå. Âèæ çàäà÷à 9.4.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà ïðèìåð, ÷å k ≥ 1920; 3 ò. çà îöåíêà, ÷å k ≤ 1920; 1 ò. çà

äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 11.1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà êîèòî óðàâíå-

íèåòî

4x + a.2x+2 = 2x−1 + 2a

èìà òî÷íî åäíî ðåøåíèå.

�åøåíèå. Ïîëàãàìå y = 2x−1 > 0 è çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà:

f(y) = 4y2 + (8a− 1)y − 2a = 0.

Òúðñèì ñòîéíîñòèòå íà a, çà êîèòî òîâà óðàâíåíèå èìà åäèíñòâåí ïîëîæèòåëåí êîðåí. Òúé

êàòî ñòàðøèÿò êîå�èöèåíò å ïîëîæèòåëåí, àêî óðàâíåíèåòî èìà äâà êîðåíà òå òðÿáâà äà

ñà ñ ðàçëè÷íè çíàöè. Òîãàâà f(0) < 0 ⇐⇒ a > 0.
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Àêî óðàâíåíèåòî èìà ñàìî åäèí ïîëîæèòåëåí êîðåí, òî D = (8a + 1)2 = 0 ⇐⇒ a = −1

8
,

êàòî òîãàâà êîðåíúò å y =
1

4
> 0.

Òúðñåíèòå ñòîéíîñòè ñà a = −1

8
è a > 0.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ïîëàãàíå y = 4x−1
èëè ïîäîáíî; 1 ò. çà çàïèñâàíå íà óðàâíå-

íèåòî êàòî �óíêöèÿ íà y; 3 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà ñëó÷àÿ ñ äâà êîðåíà; 2 ò. çà ñëó÷àÿ ñ åäèí
êîðåí.

Çàäà÷à 11.2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC, çà êîéòî ∡ACB = 60◦. Òî÷êèòå P è Q âúðõó

ñòðàíèòå BC è AC ñà òàêèâà, ÷å ÷åòèðèúãúëíèêúò ABPQ å âïèñàí â îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ

r è ðàçñòîÿíèåòî îò âúðõà C äî äîïèðíàòà òî÷êà íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò â △ABC ñúñ

ñòðàíàòà BC å ðàâíî íà BP +AQ− PQ. Äà ñå íàìåðè îòíîøåíèåòî

AB

r
.

�åøåíèå. Ùå èçïîëçâàìå ñòàíäðàòíè îçíà÷åíèÿ çà åëåìåíòèòå íà △ABC.
Òúé êàòî ABPQ å âïèñàí â îêðúæíîñò èìàìå △ABC ∼ △PQC. Òîãàâà CP = kb, CQ = ka
è PQ = kc, êúäåòî k å êîå�èöèåíòúò íà ïîäîáèå íà äâàòà òðèúãúëíèêà.

Îò BP +AQ− PQ =
a+ b− c

2
ïîëó÷àâàìå:

a− kb+ b− ka− kc =
a+ b− c

2
⇐⇒ (a+ b+ c)(2k − 1) = 0.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å k =
1

2
è îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà △APC ïîëó÷àâàìå:

AP 2 = AC2 + CP 2 −AP.AC = 3CP 2 ⇒ AP = CP
√
3.

Çà △APC å èçïúëíåíà Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà, ò.å. ∡APC = 90◦. Ñëåäîâàòåëíî R =
c

2
è

òúðñåíîòî îòíîøåíèå å ðàâíî íà 2.

Îöåíÿâàíå. 3 ò. çà íàìèðàíå íà k; 3 ò. çà íàìèðàíå íà ∡APC = 90◦; 1 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà
îòãîâîðà.

Çàäà÷à 11.3. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñ f(n) îçíà÷àâàìå ñáîðúò îò âñè÷êè åñòåñòâåíè

÷èñëà, êîèòî ñà ïî-ìàëêè îò n è íå ñà ïðîñòè. Íàïðèìåð

f(5) = 1 + 4 = 5 è f(10) = 1 + 4 + 6 + 8 + 9 = 28. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè

÷èñëà, çà êîèòî f(n)− 1 =
n2

4
.

�åøåíèå. Îò ðàâåíñòâîòî f(n) − 1 =
n2

4
ñëåäâà, ÷å

n2

4
å åñòåñòâåíî ÷èñëî, ò.å. n å ÷åòíî

÷èñëî. Ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà ñå óñòàíîâÿâà, ÷å ïðè n ≤ 14 åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå å n = 14,

êàòî òîãàâà f(14) = 1 + 4 + 6 + 8 + 9 + 10 + 12 = 50 è
142

4
= 49.

Íåêà g(n) =
n2

4
. Ïðè n = 16 èìàìå f(16) = 79 è g(16) = 64, êàòî f(16)− g(16) = 15.
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Íåêà n ≥ 16 è äà ðàçãëåäàìå �óíêöèÿòà f(n), êîãàòî n å ÷åòíî ÷èñëî. Àêî n + 1 å ïðîñòî

÷èñëî, èìàìå f(n+2) = f(n)+n. Àêî n+1 íå å ïðîñòî ÷èñëî, èìàìå f(n+2) = f(n)+2n+1.

Çà �óíêöèÿòà g(n) =
n2

4
èìàìå g(n + 2) = g(n) + n+ 1.

Òúé êàòî åäíî îò ÷èñëàòà n + 1, n + 3 è n + 5 ñå äåëè íà 3, îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å àêî

f(n)− g(n) > 10, òî f(n+2)− g(n+2) > 9, f(n+4)− g(n+4) > 8 è f(n+6)− g(n+6) > 10.
Ñëåäîâàòåëíî f(n)− g(n) > 10 çà âñÿêî n ≥ 16.
Åäèíñòâåíîòî ÷èñëî ñ èñêàíîòî ñâîéñòâî å n = 14.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà íàìèðàíå, ÷å n = 14 å ðåøåíèå; 1 ò. çà òâúðäåíèå, ÷å òîâà

ðåøåíèå å åäèíñòâåíî; 5 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å f(n)− g(n) > 1 çà âñÿêî n ≥ 16.

Çàäà÷à 11.4. �àçãëåæäàìå òàáëèöà 3 × 3 âúâ âñÿêà êëåòêà íà êîÿòî å çàïèñàí åäèí îò

ñèìâîëèòå a è b. Çà åäèí õîä ñå èçáèðà íÿêîÿ êëåòêà è âúâ âñè÷êè êëåòêè, èìàùè îáùà

ñòðàíà ñ èçáðàíàòà, a ñå ñìåíÿ ñ b, à b ñå ñìåíÿ ñ a. Êîëêî ðàçëè÷íè òàáëèöè ìîãàò äà ñå

ïîëó÷àò ïî òîçè íà÷èí?

Äâå òàáëèöè ñà ðàçëè÷íè, àêî çàïèñàíèòå ñèìâîëèòå â äâå ñúîòâåòíè êëåòêè íà òàáëèöèòå

ñà ðàçëè÷íè.

�åøåíèå. Òúé êàòî ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà õîäîâåòå íå å îò çíà÷åíèå è ïîâòàðÿíåòî íà õîä íå

âîäè äî ïðîìÿíà íà çàïèñàíèòå ÷èñëà, çà âñÿêà êëåòêà ñå èíòåðåñóâàìå äàëè ñ òàçè êëåòêà

å íàïðàâåí õîä èëè íå. Âúâ âñÿêà êëåòêà íà òàáëèöàòà ùå ïèøåì 0, àêî ñ òàçè êëåòêà íå å

íàïðàâåí õîä è 1, àêî å íàïðàâåí.

Ïúðâî ùå íàìåðèì âñè÷êè òàáëèöè ñ 0 è 1, êîèòî íå âîäÿò äî ïðîìÿíà íà íà÷àëíîòî ñúñ-

òîÿíèå íà äàäåíàòà òàáëèöà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òúðñèì òàáëèöè â êîèòî âñÿêà êëåòêà èìà

÷åòåí áðîé ñúñåäíè êëåòêè, â êîèòî å çàïèñàíà åäèíèöà.

Òúé êàòî â äâåòå ñúñåäíè íà úãëîâà êëåòêà òðÿáâà äà èìà ÷åòåí áðîé åäèíèöè, òî â òåçè

äâå êëåòêè èëè èìà íóëè, èëè èìà åäèíèöè. Îò òîâà ñâîéñòâî çà ÷åòèðèòå úãëîâè êëåòêè

ñëåäâà, ÷å â ÷åòèðèòå ñðåäíè ïî ñòðàíèòå êëåòêè èìà èëè ñàìî íóëè èëè ñàìî åäèíèöè.

Íåêà â òåçè 4 êëåòêè èìà íóëè. Àêî â ñðåäíàòà êëåòêà ñúùî èìà íóëà, òî â úãëîâèòå êëåòêè

èëè èìà ñàìî íóëè èëè ñàìî åäèíèöè è ïîëó÷àâàìå òàáëèöèòå:

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 1

0 0 0

1 0 1

Àêî â ñðåäíàòà êëåòêà èìà åäèíèöà, òî ïîíå â åäíà îò úãëîâèòå êëåòêè èìà åäèíèöè è ñ

èç÷åðïâàíå íà âúçìîæíîñòèòå ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå äâå òàáëèöè:

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

Íåêà â ÷åòèðèòå ñðåäíè êëåòêè èìà åäèíèöè. Àêî â ñðåäíàòà êëåòêà èìà íóëà, ïîëó÷àâàìå
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òàáëèöèòå:

1 1 1

1 0 1

1 1 1

1 0 1

0 0 0

1 0 1

Àêî â ñðåäíàòà êëåòêà èìà åäèíèöà, ïîëó÷àâàìå òàáëèöèòå:

0 1 1

1 1 1

1 1 0

1 1 0

1 1 1

0 1 1

Îáùî ïîëó÷èõìå 8 òàáëèöè ñ íóëè è åäèíèöè, êîèòî íå ïðîìåíÿò ñúñòîÿíèåòî íà íà÷àëíàòà

òàáëèöà. Âñè÷êè âúçìîæíè òàáëèöè îò íóëè è åäèíèöè ñà 29. Àêî ñáîðúò íà äâå òàêèâà

òàáëèöè A è B (ñáîðúò íà äâåòå òàáëèöè å òàáëèöà, âúâ âñÿêà êëåòêà íà êîÿòî å çàïèñàí

ñáîðúò îò ÷èñëàòà â ñúîòâåòíèòå êëåòêè íà A è B ïî ìîäóë 2) å íÿêîÿ îò ãîðíèòå 8 òàáëèöè,

òî A è B âîäÿò äî åäíà è ñúùà êðàéíà òàáëèöà ñ a è b.

Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå òàáëèöè ñ a è b å ðàâåí íà:

29

8
= 64.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà íàáëþäåíèåòî, ÷å èìà çíà÷åíèå ñàìî ÷åòíîñòòà íà õîäîâåòå

âúâ âñÿêà êëåòêà; 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà òàáëèöè îò 0 è 1, êîèòî íå ïðîìåíÿò íà÷àëíàòà

òàáëèöà ñ a èëè b; 4 ò. çà íàìèðàíå íà 8-òå òàáëèöè ñ 0 è 1; 1 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà îòãîâîðà;

Çàäà÷à 12.1. Íåêà a1 > 0, a2 = (a1)
1

a1 , a3 = (a2)
1

a2 , . . . Äà ñå äîêàæå, ÷å òàçè ðåäèöà å

ñõîäÿùà è äà ñå íàìåðè íåéíàòà ãðàíèöà (â çàâèñèìîñò îò a1).

�åøåíèå. Ïîíåæå (1) 0 < an+1 = (an)
1

an ≤ an, òî ðåäèöàòà å íaìàëÿâàùà è îãðàíè÷åíà,

è çíà÷è å ñõîäÿùà. Çà íåéíàòà ãðàíèöà l èìàìe, ÷å l ≤ a1. Àêî l 6= 0, îò (1) ïîëó÷àâàìå,

÷å l = l
1

l
, ò.å. l = 1. Ñëåäîâàòåëíî l = 0 ïðè a1 < 1. Îò äðóãà ñòðàíà, îò (1) ïî èíäóêöèÿ

ñëåäâà, ÷å àêî a1 ≥ 1, òî an ≥ 1; â ÷àñòíîñò, l ≥ 1, îòêúäåòî l = 1.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà ñõîäèìîñò, 1 ò. çà l ∈ {0, 1}, è ïî 2 ò. çà ñëó÷àèòå a1 < 1 è

a1 ≥ 1.

Çàäà÷à 12.2. Ñ�åðà ñå äîïèðà äî âñè÷êè ðúáîâå íà n-úãúëíà ïðåñå÷åíà ïèðàìèäà. Äà ñå

äîêàæå, ÷å ïèðàìèäàòà å ïðàâèëíà.

�åøåíèå. Íåêà ïèðàìèäàòà èìà îñíîâè A1 . . . An è B1 . . . Bn. Òå ñà îïèñàíè îêîëî îêðúæ-

íîñòè ñ öåíòðîâå ïðîåêöèèòå Ia è Ib íà öåíòúðà I íà äàäåíàòà ñ�åðà âúðõó òÿõ. Õîìîòåòèÿ
ñ öåíòúð M è êîå�èöèåíò

A1A2

B1B2
> 1 èçïðàùà Ib â Ia. Ñëåäoâàòåëíî (1) òî÷êèòå M, Ib, Ia, I

ëåæàò íà åäíà ïðàâà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà îñíîâèòå. Àêî C1 è C2 ñà äîïèðíèòå òî÷êè íà

ñ�åðàòà ñ ðúáîâåòå A1M è A2M , òî △IMC1
∼= △IMC2. Òîãàâà ∡IaMA1 = ∡IaMA2, ò.å. (2)

MA1 = MA2 =: a. Ïîíåæå ñ�åðàòà ñå äîïèðà äî ðúáà A1A2, òî (3) A1A2 = 2(a− c), êúäåòî
c := MC1 = MC2. Îò (2) è (3) ñëåäâà, ÷å MAi = a è AiAi+1 = 2(a − c). Çíà÷è ïèðàìèäàòà

å ïðàâèëíà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) Ïî 2 ò. çà (1), (2), (3) è 1 ò. çà èçâîä.
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Çàäà÷à 12.3. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñ f(n) îçíà÷àâàìå ñáîðúò îò âñè÷êè åñòåñòâåíè

÷èñëà, êîèòî ñà ïî-ìàëêè îò n è íå ñà ïðîñòè. Íàïðèìåð

f(5) = 1 + 4 = 5 è f(10) = 1 + 4 + 6 + 8 + 9 = 28. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè

÷èñëà, çà êîèòî f(n)− 1 =
n2

4
.

�åøåíèå. Âèæ çàäà÷à 11.3.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà îòõâúðëÿíå íà n < 14; 1 ò. çà îòãîâîð n = 14; 5 ò. çà äîêàçâàíå,

÷å f(n)− 1 >
n2

4
çà âñÿêî n > 14.

Çàäà÷à 12.4. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî öÿëî ÷èñëî n ≥ 3 ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî

íå÷åòíè òî÷íè êâàäðàòè ñ òî÷íî

n2+n+2

2
åäèíèöè â äâîè÷íèÿ ñè çàïèñ.

�åøåíèå. Íåêà a1 = k ≥ 4, a2 = k + 1, a3 = k + 2, a4 = 2k + 4 è an+1 = 2an − 1 ïðè n ≥ 4.
Ïîëàãàìå An = 1 + 2a1 + · · ·+ 2an . Òîãàâà

A2
3 = 1 + 2k+1 + 2k+2 + 2k+3 + 22k + 22k+4 + 22k+5,

A2
4 = 1 + 2k+1 + 2k+2 + 2k+3 + 22k + 22k+4 + 22k+6 + 23k+5 + 23k+6 + 23k+7 + 24k+8.

Äà äîïóñíåì, ÷å n ≥ 4 è ÷èñëîòî A2
n èìà òî÷íî

n2+n+2

2
åäèíèöè â äâîè÷íèÿ ñè çàïèñ. Òîãàâà

A2
n+1 = (An + 22an−1)2 = A2

n + 22anAn + 24an−2 =

(1 + · · ·+ 2an+an−1+1 + 22an) + 22an(1 + 2a1 + · · ·+ 2an) + 24an−2 =

1 + · · ·+ 2an+an−1+1 + 22an+1 + 22an+a1 + · · ·+ 23an + 24an−2.

Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà åäèíèöèòå â äâîè÷íèÿ çàïèñ íà A2
n+1 å ðàâåí íà

n2 + n+ 2

2
− 1 + (n+ 1) + 1 =

(n+ 1)2 + (n + 1) + 2

2

è òâúðäeíèåòî îò çàäà÷àòà ñëåäâà ïî èíäóêöèÿ.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 7 ò. çà ïúëíî ðåøåíèå; ïî 1 ò. çà ÷àñòíèòå ñëó÷àè n = 3, 4, 5.

Çàáåëåæêà. Òâúðäåíèåòî îò çàäà÷àòà å âÿðíî çà âñåêè áðîé åäèíèöè, ðàçëè÷åí îò 1, 2 è 4

(A. Mos
ariello, 2021).

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: 8.1 � Åìèë Êàðëîâ; 8.2, 8.3, 8.4 � Èâàéëî Êîðòåçîâ 9.1, 11.1

� Äèíêî �àäíåâ; 9.2 � Àëåêñàíäúð Èâàíîâ; 9.3, 9.4=10.4 � Ñòàíèñëàâ Õàðèçàíîâ; 10.1, 10.2,

10.3 � Äèàíà Äàíîâà; 11.2, 11.3=12.3, 11.4 � Åìèë Êîëåâ; 12.1, 12.2, 12.4 � Íèêîëàé Íèêîëîâ.

11


