Bulgaria National Olympiad 2025

Dé thi gom 6 bai, mdi ngay cac thi sinh dude giao 3 bai.
1. Tim tat cd cac day sb thyc aq, as, ... sao cho
A2 fmgn = azn—l—am—l-an
v6i moi s6 nguyén duong m va n.

2. Ding n 6 clia mot lu6i 6 vuong n x n dude t6 mau den va cac 6 con lai c6 mau trang.
Gid ctia cach to6 mau nhu vay 1a s6 6 trang t6i thidu can duge to lai mau den sao cho tit
bat ky 6 den ¢y nao, ta c6 thé tiép can bat ky 6 den ¢ khéac thong qua mot day cg, c1,
..., ¢}, cac 0 den, trong d6 méi cap o lién tiép c¢;, c;41 ¢6 chung canh. Gia st f(n) bic¢u
thi gid 16n nhat trén tat ca cac cach t6 mau ban dau véi ding n 6 den. Tim mot hing s6

« sao cho )
gna < f(n) < 3n“

v6i moi n > 100.

3. Cho P(x) 1a mot da thiic monic khac hiang véi he s6 nguyén va cho ay, ag, ... la mot day
vo han cac s6 nguyén duong. Chitng minh ring c6 vo han s6 nguyén t6 p sao cho ton tai
s6 nguyen duong n dé p chia hét P(n)% + 1.

4. Cho ABC' la mot tam gidc nhon c6 AB < AC, trung diém M ciia canh BC, dudng cao
AD (D € BC), va tryc tam H. Mot dudng tron di qua cac diém B va D, tiép xtic véi
duong thing AB, va cit dudng tron ngoai tiép tam gidac ABC tai diém thit hai Q.
Dudng tron ngoai tiép tam gidc QDH ciat duong thing BC tai diém thi hai P. Ching
minh ring cac duong thing M H va AP vuodng géc véi nhau.

5. Cho n 1a mot sd nguyén duong. Ching minh rang c¢6 s6 nguyén duong a sao cho ding
L%J s6 trong day a + 1, a + 2, ..., a +n khong c6 uéc chinh phuong ngoai 1.

6. Cho Xo, X1,...,Xp_1 la n > 2 diém cho trudc trén mit phang, va cho » > 0 1a mot s6
thue. Alice va Bob choi mot tro choi sau. Dau tién, Alice xay dung mot do thi lien thong
véi cac dinh tai cac diém Xo, X1, ..., Xn_1, tiic 1 co ay két n6éi mot s6 diem bang cac
canh sao cho tit bat ky diém ndo ban c6 thé dén bat ky diém nao khac bing cach di
chuyén doc theo céc canh. Sau d6, Alice gan cho mdi dinh X; mot sé thuc khong am r;,
v6ii=0,1,...,n—1, sao cho 2?2—01 r; = 1. Sau d6, Bob chon mot day cac dinh phan

biet X, = Xo, Xiy, ..., Xi, sao cho X;, va X, dugc két ndi bang mot canh véi moi

j=0,1,....,k—1. (Luu y ring do dai k > 0 khong c6 dinh va dinh dau tién dugce chon
luon phai 1a Xj.) Bob thing néu
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néu khong, Alice thing. Ty thudc vao n, hiy xac dinh gia tri 16n nhat c6 thé ctia r ma
Bobby ¢6 chién luge chién thing.



