Зад. 3

За n=1 имаме 615 = 41х15 (а=6, b=5). За n=2 имаме 8118 = 41х198 (а=8, b=8). За n=3 имаме 11111 = 41х271 (а=1, b=1). За n=4 имаме 111110 = 41х2710 (а=1, b=0). За n=5 имаме 4111111 = 41х100271 (а=4, b=1).
Ясно е, че всяко число от вида „ааа...ааа”, което има 5.m (кратен на 5) брой еднакви цифри се дели на 41, защото може да се представи като: ааа...ааа = а х 11111 х 10000100001...0000100001 (m/5 -1 групи 00001 и още една единица отпред) = а х 41 х 271 х 10000100001...0000100001.
Ако n = 5.m + 1, то 6111…1115 = 666…666 х 1000 – 555…555 х 100 + 615, където шестиците и петиците са по 5.m на брой, се дели на 41.

Ако n = 5.m + 2, то 8111…1118 = 888…888 х 10000 – 777…777 х 1000 + 8118, където осмиците и седмиците са по 5.m на брой, се дели на 41.

Ако n = 5.m + 3, то а11...11b, за което a=b=1 e съставено от 5.m + 3 + 2 = 5.(m + 1) на брой единици и следователно се дели на 41.

Ако n = 5.m + 4, то а11...11b, за което a=1 и b=0 т.е. 111...1110 e съставено от 5.m + 4 + 1 = 5.(m + 1) на брой единици и една нула накрая и следователно се дели на 41.

Ако n = 5.m, то 4111...111, където а=4 и b=1 и е съставено от една четворка последвана от общо 5.m + 1 единици може да се представи като 4111...111 = 41 х 1000...000 + 111...111, където нулите в 1000...000 и единиците в 111...111 са 5.m и следователно се дели на 41.
Зад 4.

Нека n може да се представи като като сбор от нечетен брой последователни естествени числа. Тогава

n = (p-k) + [p-(k-1)] + … + (p-1) + p + (p+1) + … + [p+(k-1)] + (p+k) = (2k+1).p
за някои естествени числа p и k, за които p е по-голямо от к (p-k > 0).

Или n може да се представи по толкова начина като сбор на нечетен брой последователни естествени числа, колкото е броя на решенията в естествени числа на уравнението n = (2x +1).y, за които y е по-голямо от x.

Нека n може да се представи като като сбор от четен брой последователни естествени числа. Тогава

n = [q-(s-1)] + [q-(s-2)] + … + q + (q+1) + … + [q+(s-1)] + (q+s) = (2q+1).s
за някои естествени числа q и s, за които q е по-голямо от s-1 [q-(s-1) > 0, q > s-1] т.е. q е по-голямо или равно на s, т.е. s e по-малко или равно на q.
Или n може да се представи по толкова начина като сбор на четен брой последователни естествени числа, колкото е броя на решенията в естествени числа на уравнението n = (2x +1).y, за които y е по-малко или равно на х.
В такъв случай броят на всички начини, по които n може да се представи като сума на последователни естествени числа е равен на броя на всички решения в естествени числа на уравнението n = (2x + 1).y, т.е. както на решенията, за които y е по-голямо от х, така и на решенията, за които y e по-малко или равно на х. 

Броя на всички решения на уравнението n = (2x + 1).y в естествени числа е равен на броя на различните нечетни делители на n, които са по-големи от 1 (2х + 1 > 1).

Тогава броя начини, по които n може да се представи като сбор от последователни естествени числа е равен на броя на различните нечетни делители на n, които са по-големи от 1.
Да проверим тази теория. Например: 30 = 2.3.5 има три нечетни делителя по-големи от 1 – 3, 5 и 15 и 30 = 9 + 10 + 11 = 6 + 7 + 8 + 9 = 4 + 5 + 6 + 7 + 8; 9 = 3.3 има два нечетни делителя по-големи от 1 – 3 и 9 и 9 = 4 + 5 = 2 + 3 + 4.
Всички числа от вида n = 2m. (2p1+1)2a1. (2p2+1)2a2… (2pk+1)2ak или това са всички числа, които са точен квадрат на някое нечетно число умножено по степен на 2 (включително и 20) имат четен брой различни нечетни делители по-големи от 1, защото броя на различните нечетни делители по-голям от 1 е равен на (2а1 + 1).(2а2 + 1) ... (2аk + 1) – 1 и следователно могат да се представят по четен брой различни начини като сума на последователни естествени числа, т.е. са необикновени.
Всички числа, които не могат да се представят като произведение на квадрат на нечетно число и степен на 2 имат нечетен брой различни нечетни делители по-големи от 1 (поне един нечетен прост множител е на нечетна степен) и следователно са обикновени, т.е. могат да се представят по нечетен брой различни начини като сума на последователни естествени числа.

Нека преброим необикновените числа между 1 и 2011:
· степените на 2: 20, 21, ..., 210 = 1024 – общо 11;
· кратните на 32=9: 20.32, 21.32, ..., 27.32 = 1152 – общо 8;

· кратните на 52 = 25: 20.52, 21.52, ..., 26.52 = 1600 – общо 7;

· кратните на 72 = 49: 20.72, 21.72, ..., 25.72 = 1568 – общо 6;

· кратните на 92 = 81: 20.92, 21.92, ..., 24.92 = 1296  – общо 5;

· кратните на 112 =121: 20.112, 21.112, ..., 24.112 = 1936  – общо 5;
· кратните на 132 = 169: 20.132, 21.132, 22.132, 23.132 = 1352 – общо 4;
· кратните на 152 = 225: 20.152, 21.152, 22.152, 23.152 = 1800 – общо 4;

· кратните на 172 = 289: 20.172, 21.172, 22.172 = 1156 – общо 3;

· кратните на 192 = 361: 20.192, 21.192, 22.192 = 1444 – общо 3;

· кратните на 212 = 441: 20.212, 21.212, 22.212 = 1764 – общо 3;

· кратните на 232 = 529: 20.232, 21.232 = 1058 – общо 2;

· кратните на 252 = 625: 20.252, 21.252 = 1250 – общо 2;

· кратните на 272 = 729: 20.272, 21.272 = 1458 – общо 2;

· кратните на 292 = 841: 20.292, 21.292 = 1682 – общо 2;

· кратните на 312 = 961: 20.312, 21.312 = 1922 – общо 2;

· 332 = 1089, 352 = 1225, 372 = 1369, 392 = 1521, 412 = 1681, 432 = 1849 – общо 6
Общият брой на необикновените числа по-малки от 2012 е 75.
Броят на обикновените числа по-малки от 2012 е равен на 2011 – 75 = 1936.
