
Îò òðèúãúëíèêà 4MGF , èìàìå h = a tg φ, k = a
cos φ

Îò òðèúãúëíèêà4AGM ïî ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà èìàìå l =
√

k2 + a2 =√
a2 + a2

cos2 φ
.

Ëèöåòî íà îêîëíà ñòåíà å S1 = 2a.k
2

= a.k = a2

cos φ
. Îêîëíàòà ïîâúðõíè-

íà å So = 4.S1 = 4a2

cos φ
.

Ëèöåòî íà îñíîâàòà å Sosn = (2a)2 = 4a2.
Ïúëíàòà ïîâúðõíèíà íà ïèðàìèäàòà å S = 4a2(1 + 1

cos φ
). Îáåìúò íà

ïèðàìèäàòà å V = Sosn.h/3 = 4a2.a tg φ
3

= 4a3 tg φ
3

.
Îáåìúò ñúùî ìîæå äà ñå ñìåòíå òàêà V = S.r

3
çà âñÿêàêâà ïèðàìèäà.

Òàêà íàìèðàìå V = 4r
3
a2(1 + 1

cos φ
).

Êàòî ïðèðàâíèì äâàòà èçðàçà çà îáåìà íàìèðàìå r.
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4r

3
a2(1 +

1

cos φ
) =

4a3 tg φ

3

r(1 +
1

cos φ
) = a tg φ

r
1 + cos φ

cos φ
= a

sin φ

cos φ

r = a
sin φ

1 + cos φ
.

Îò òðèúãúëíèêà ACM , îêîëî êîéòî å îïèñàíà ãîëàìà îêðúæíîñò îò
îïèñàíàòà ñôåðà, íàìèðàìå l.l.2

√
2a

4SACM
= R. SACM = 2

√
2a.h/2 = a2

√
2 tg φ.

Òàêà ïîëó÷àâàìå:

R =
(a2 + a2/cos2φ).2

√
2a

4a2
√

2 tg φ
=

a1+cos2 φ
cos2 φ

2 tg φ
= a

1 + cos2 φ

2 sin φ cos φ

Ñåãà ïî óñëîâèå R = k.r, ò.å.

a
1 + cos2 φ

2 sin φ cos φ
= k.a

sin φ

1 + cos φ

èëè
1 + cos2 φ

2 sin φ cos φ
= k

sin φ

1 + cos φ
èëè

(1+cos2 φ)(1+cos φ) = 2k sin2 φ cos φ = 2k(1−cos2 φ) cos φ = 2k(1+cos φ)(1−cos φ) cos φ

Êàòî ñúêðàòèì (1 + cos φ) ïîëó÷àâàìå:

1 + cos2 φ = 2k(1− cos φ) cos φ

1 + cos2 φ + 2k cos2 φ− 2k cos φ = 0

(2k + 1) cos2 φ− 2k cos φ + 1 = 0

Ïîëàãàìå t = cos φ è òúðñèì çà êîè ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè íà k óðàâ-
íåíèåòî

(2k + 1)t2 − 2kt + 1 = 0

èìà êîðåí â èíòåðâàëà (0, 1). Íàìèðàìå D = k2−2k−1 ≥ 0 ïðè k ≥
√

2+1
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Çà ðàçïîëîæåíèåòî íà êîðåíèòå ñïðÿìî 0 è 1 èìà åäèíñòâåíà âúçìîæ-
íîñò è äâàòà êîðåíà äà ñà â èíòåðâàëà (0,1), ïðè óñëîâèå, ÷å −b

2a
= k

2k+1
∈

(0, 1) êîåòî å âÿðíî çà âñè÷êè k > 0.
Òàêà íàìèðàìå çà cos φ äâå ðåøåíèÿ

cos φ =
k −

√
k2 − 2k − 1

2k + 1
, cos φ =

k +
√

k2 − 2k − 1

2k + 1
.

Çà äà ñå âèäè, ÷å ïðè íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà k =
√

2 + 1, êîãàòî
cos φ = k

2k+1
=

√
2+1

2
√

2+3
, öåíòðîâåòå íà äâåòå ñôåðè ñúâïàäàò, òðÿáâà äà

ñå ïðåñìåòíàò îò ñúîòâåòíèòå ôîðìóëè r, R è h è äà ñå ïðîâåðè, ÷å
R + r = h.

3


