
Ïðîëåòíè ìàòåìàòè÷åñêè ñúñòåçàíèÿ

Áóðãàñ, 31 ìàðò � 2 àïðèë 2017 ã.

Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 9.1. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèòå ïàðàìåòðè a è

b, çà êîèòî îñòàòúêúò îò äåëåíèåòî íà ïîëèíîìà axn + bx+ 2017 íà ïîëèíîìà x2 − 1 å ïîëèíîìúò x.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: a = −2017, b = 1 ïðè ÷åòíî n, íÿìà òàêèâà a è b ïðè íå÷åòíî n.
Íåêà axn + bx + 2017 = p(x)(x2 − 1) + x, êúäåòî p(x) å ÷àñòíîòî îò äåëåíèåòî. Òîãàâà ïðè x = 1

ïîëó÷àâàìå a+ b+ 2017 = 1, à ïðè x = −1 èìàìå (−1)na− b+ 2017 = −1. Îò òåçè äâå óðàâíåíèÿ çà a
è b ïîëó÷àâàìå a(1 + (−1)n) + 4034 = 0, êîåòî íÿìà ðåøåíèå ïðè íå÷åòíî n, à ïðè ÷åòíî n íàìèðàìå

a = −2017. Òîãàâà b = −2016− a = 1. Èìàìå (ïðè ÷åòíî n)

−2017xn + x+ 2017 = −2017(xn−2 + xn−4 + · · ·+ 1)(x2 − 1) + x.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà èçïîëçâàíå íà òåîðåìàòà çà äåëåíèå ñ ÷àñòíî è îñòàòúê íà ïîëèíîìè, ïî

1 ò. çà äâåòå ïîëàãàíèÿ, 3 ò. çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà (âêëþ÷èòåëíî îòõâúðëÿíå íà íå÷åòíèòå n).

Çàäà÷à 9.2. Äàäåí å îñòðîúãúëåí △ABC, â êîéòî âïèñàíàòà îêðúæíîñò ñå äîïèðà äî ñòðàíèòå AB
è BC ñúîòâåòíî â òî÷êè M è N . Úãëîïîëoâÿùèòå íà úãëèòå ACB è BAC ïðåñè÷àò ïðàâàòà MN
ñúîòâåòíî â òî÷êè K è P . Äà ñå íàìåðè úãúë ABC, àêî AC = 2KP .

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: 60◦. Ùå èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çà úãëèòå â △ABC. Íåêà I å öåí-

òúðúò íà âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò. Òúé êàòî <) APM =<) BMN− <) MAP = (90 − β/2) −
α/2 = γ/2 =<) ICB, ÷åòèðèúãúëíèêúò IPNC å âïèñàí. Òîãàâà <) IPC =<) INC = 90◦. Îò <) APM =
γ/2 =<) ICA ñëåäâà è ÷å ÷åòèðèúãúëíèêúò AKPC å âïèñàí, îòêúäåòî <) AKC =<) APC = 90◦.

Íåêà S å ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AC. Òîãàâà PS è KS ñà ìåäèàíè ñúîòâåòíî â ïðàâîúãúëíèòå òðèú-

ãúëíèöè APC è AK è ñëåäîâàòåëíî KS = PS = AC/2. Îòòóê è îò óñëîâèåòî AC = 2KP ñëåäâà, ÷å

△KPS å ðàâíîñòðàíåí.

Òúé êàòî <) CSP = α êàòî âúíøåí çà ðàâíîáåäðåíèÿ △APS è àíàëîãè÷íî <) ASK = γ, ïîëó÷àâàìå
60◦ =<) KSP = 180◦ − (<) ASK+ <) CSP ) = β.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà âúâåæäàíå íà öåíòúðà íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò, ïî 1 ò. çà âïèñàíèòå

IPNC è AKPC, 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å △KPS å ðàâíîñòðàíåí, 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.3. Íà äúñêàòà å íàïèñàíî ÷èñëîòî 2017. Íèêîëàé òðÿáâà äà ïîëó÷è ÷èñëîòî 1 ñ ïîìîùòà

íà êðàåí áðîé îò ñëåäíèòå îïåðàöèè: îò n ñå ïîëó÷àâà n + 1 èëè n/2, êàòî âòîðîòî å ðàçðåøåíî ñàìî
àêî n å ÷åòíî (íàïðèìåð îò 2017 ñå äîñòèãà äî 2048 ñ äîáàâÿíå íà 1 è ñëåä òîâà äî 1 ñ äåëåíèå íà 2).

Âúçìîæíî ëè å Íèêîëàé äà îðãàíèçèðà ïîëó÷àâàíåòî íà 1 òàêà, ÷å íÿêîÿ îò öèôðèòå 0, 1, . . . , 9 äà íå
ñå ïîÿâè íà äúñêàòà íà íèêîÿ îò ñòúïêèòå?

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: Íå!

Äà íàðå÷åì åäíà öèôðà äîáðà, àêî ñå ïîÿâÿâà íà äúñêàòà. Öèôðèòå 2, 0, 1, 7 è 8 î÷åâèäíî ñà äîáðè,

à 9 ñúùî å äîáðà, çàùîòî ñå ïîëó÷àâà íà òðåòèÿ õîä (â 2019 èëè 1009). Òúé êàòî 1 ìîæå äà ñå ïîëó÷è

ñàìî îò 2, à 2 ñàìî îò 4, öèôðàòà 4 ñúùî å äîáðà.

Ùå äîêàæåì, ÷å 5 å äîáðà öèôðà. Äåéñòâèòåëíî, çà äà íå ïîëó÷èì 5 êàòî ïîñëåäíà öèôðà, òðÿáâà

äà ïðèëîæèì äåëåíèå íà 2 íàé-êúñíî ïðè 2024, ïðè êîåòî ùå ïîëó÷èì ÷èñëî ìåæäó 1009 è 1012. Ñåãà,

îòíîâî çà äà íå ïîëó÷èì 5 êàòî ïîñëåäíà öèôðà, òðÿáâà äà ïðèëîæèì äåëåíèå íà 2 íàé-êúñíî ïðè 1014,

ïðè êîåòî ùå ïîëó÷èì ÷èñëî, çàïî÷âàùî ñ 5.

Öèôðàòà 6 ñúùî å äîáðà. Äåéñòâèòåëíî, çà äà íå ÿ ïîëó÷èì êàòî ïîñëåäíà öèôðà, òðÿáâà ïîñëåäî-

âàòåëíî äà ñìå â èíòåðâàëà [2017, 2025], ïîñëå â [1009, 1015], îòòàì â [505, 515], ïîñëå â [254, 259] (èíà÷å
èìàìå 6 êàòî âòîðà öèôðà), ñëåä êîåòî â [127, 135] è íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà íåïðåìåííî ùå ïîëó÷èì

÷èñëî, çàïî÷âàùî ñ 6.

Ïî ïîäîáåí íà÷èí ñå âèæäà, ÷å è öèôðàòà 3 å äîáðà. Çà äà íå ÿ ïîëó÷àâàìå êàòî ïîñëåäíà öèôðà,

òðÿáâà ïîñëåäîâàòåëíî äà ñìå èíòåðâàëèòå [2017, 2022], [1009, 1012], [505, 512], [254, 262], [127, 129], [64, 72
è íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà íÿìà êàê äà íå ÿ ïîëó÷èì êàòî ïúðâà öèôðà.
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Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) ïî 1 ò. çà îòõâúðëÿíå íà 9, 4 è 5, ïî 2 ò. çà îòõâúðëÿíå íà 6 è 3.

Çàäà÷à 9.4. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p è q, çà êîèòî p2 + pq + q2 äåëè p3 + q3 − p.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: p = 5, q = 3.
Àêî p = q, òî 3p2|2p3 − p ⇐⇒ 3p|2p2 − 1, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å p|2p2 − 1, êîåòî å íåâúçìîæíî.
Íåêà p ̸= q. Îò óñëîâèåòî è îò ðàâåíñòâîòî p3+q3−p = (p+q)(p2+pq+q2)−2pq(p+q)−p ñëåäâà, ÷å

p2+pq+ q2|p(2q(p+ q)+1). Òúé êàòî (p, p2+pq+ q2) = 1, çàêëþ÷àâàìå, ÷å p2+pq+ q2|2q(p+ q)+1. Àêî

p2 + pq+ q2 ≤ 2q(p+q)+1
2 , òî 2p2 ≤ 1, êîåòî å íåâúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî p2 + pq+ q2 = 2q(p+ q) + 1 ⇐⇒

q(p+ q) = (p− 1)(p+ 1).
Òúé êàòî q å ïðîñòî ÷èñëî, òî äåëè åäèí îò ìíîæèòåëèòå p− 1 è p+ 1.
Àêî p+ 1 = kq, k ∈ N, òî kq + q − 1 = k(kq − 2) è çíà÷è k|q − 1 è q|2k− 1, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å q − 1

å ïîëîæèòåëíî êðàòíî íà k, êîåòî íå íàäìèíàâà 2k − 2. Òîãàâà q − 1 = k è ïîëó÷àâàìå k = 2, q = 3 è
p = 5.

Àêî p− 1 = mq, m ∈ N, òî mq + q + 1 = m(mq + 2) è çíà÷è m|q + 1 è q|2m− 1, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å
q+1 å ïîëîæèòåëíî êðàòíî íà m, êîåòî íå íàäìèíàâà 2m. Ïðè q+1 = m ïîëó÷àâàìå m2− 2m+2 = 0,
êîåòî å íåâúçìîæíî, à ïðè q + 1 = 2m íàìèðàìå m = 1, êîåòî ñúùî å íåâúçìîæíî.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà íàìèðàíå íà äåëèìî ñ ïî-íèñêà îò òðåòà ñòåïåí, 2 ò. çà äîñòèãàíå äî

óðàâíåíèå, 3 ò. çà ðåøàâàíå íà ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 10.1. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà êîèòî òî÷íî äâå îò öåëî÷èñëåíèòå
ðåøåíèÿ íà íåðàâåíñòâîòî

loga | log 2
a
(x+ 1)| < 0,

íå íàäìèíàâàò 3.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî èìà ñìèñúë äà ðàçãëåæäàìå ñàìî ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè íà a, çà êîèòî a ̸= 1, 2.
ßñíî å ñúùî, ÷å x > −1 è x ̸= 0.
1) Íåêà a ∈ (0, 1). Ñåãà | log2/a(x+ 1)| > 1. Îòòóê èìàìå log2/a(x+ 1) > 1 èëè log2/a(x+ 1) < −1, êîåòî
âîäè äî x+ 1 > 2/a èëè x+ 1 < a/2. Òîâà äàâà ðåøåíèÿòà x ∈ (−∞,−1 + a/2) ∪ (−1 + 2/a,+∞). Òúé
êàòî 2/a − 1 > 1 è −1 < −1 + a/2 < 0, äâå öåëî÷èñëåíè ðåøåíèÿ, íåíàäõâúðëÿùè 3, ñå ïîëó÷àâàò,

êîãàòî 2/a− 1 < 2, ò.å. êîãàòî a > 2/3. Òàêà â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå a ∈ (2/3, 1).
2) Íåêà a ∈ (1, 2). Ñåãà ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî | log2/a(x + 1)| < 1 è −1 < log2/a(x + 1) < 1,

îòêúäåòî x ∈ (−1 + a/2,−1 + 2/a). Î÷åâèäíî â òîçè èíòåðâàë èìà ñàìî åäíà öåëî÷èñëåíà ñòîéíîñò çà

x.
3) Íàêðàÿ íåêà x ∈ (2,+∞). Êàêòî â 2) ïîëó÷àâàìå x ∈ (−1+2/a,−1+a/2). Òî÷íî äâå öåëî÷èñëåíè

ðåøåíèÿ çà x, êîèòî ñà ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà 3, ñå ïîëó÷àâàò, êîãàòî 2 < −1 + a/2 ≤ 3. Òàêà â òîçè
ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå a ∈ (6, 8].

Îêîí÷àòåëíî èìàìå a ∈ (2/3, 1) ∪ (6, 8].

Îöåíÿâàíå. ïî 1 ò. çà ðåøàâàíå íà íåðàâåíñòâîòî âúâ âñåêè åäèí îò òðèòå ñëó÷àÿ; 3 ò. çà îïðåäåëÿíå íà

òúðñåíèòå ñòîéíîñòè íà x; îòíåìà ñå 1 ò. ïðè íåïðàâèëíî îïðåäåëÿíå íà ïðèíàäëåæíîñòòà íà êðàèùàòà
íà èíòåðâàëèòå êúì ìíîæåñòâîòî íà ðåøåíèÿòà.

Çàäà÷à 10.2 Íåêà D å äîïèðíàòà òî÷êà íà âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò ñúñ ñòðàíàòà AB. Íåêà I1
è I2 ñà öåíòðîâåòå íà âïèñàíèòå îêðúæíîñò â △ADC è △BDC ñúîòâåòíî. Äà ñå äîêàæå, ÷å îïèñàíàòà

îêîëî △I1I2D îêðúæíîñò ñå äîïèðà äî AB.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ P è Q äîïèðíèòå òî÷êè íà âïèñàíèòå â △ADC è △BDC îêðúæíîñòè ñúñ

ñòðàíèòå AD è BD ñúîòâåòíî. Òîãàâà

DP =
1

2
(DC +DA−AC) =

1

2
(DC +DB −BC) = DQ

è ñëåäîâàòåëíî âïèñàíèòå â △ADC è △BDC ñå äîïèðàò äî CD â åäíà è ñúùà òî÷êà. Îñòàâà äà

ñúîáðàçèì, ÷å <) I2I1D =<) DI1P =<) I2DQ, ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.
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Çàáåëåæêà: Â ñèëà å ïî-îáùîòî òâúðäåíèå, ÷å àêî D å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ñòðàíàòà AB, òî îêðúæ-
íîñòòà, îïèñàíà îêîëî △I1I2D ìèíàâà ïðåç ïîñòîÿííà òî÷êà, à èìåííî, äîïèðíàòà òî÷êà íà âïèñàíàòà

â △ABC îêðúæíîñò ñúñ ñòðàíàòà AB.

Îöåíÿâàíå: 3 ò. çàDP = DQ; 1 ò. çà äîïèðàíåòî íà äâåòå îêðúæíîñòè â òî÷êà îò CD; 2 ò. çà äîâúðøâàíå
íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 10.3. Íåêà An å áðîÿò íà íà÷èíèòå íà ïîêðèâàíå íà ïðàâîúãúëíèê 2× n

Ñ ïëî÷êè îò âèäà

Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî n ≥ 3 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî An > (1 + 4
√
2)n−1.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ Bn áðîÿ íà íà÷èíèòå íà ïîêðèâàíå íà ôèãóðà îò âèäà (ñ n êëåòêè â ïúðâèÿ

ðåä)

Â ñèëà ñà ðåêóðåíòíèòå óðàâíåíèÿ:

An = An−1 +An−2 + 2Bn−1

Bn = Bn−1 +An−2

Ïúðâîòî óðàâíåíèå, íàïèñàíî çà An−1 èìà âèäà An−1 = An−2 + An−3 + 2Bn−2. Èçâàæäàéêè òîâà

óðàâíåíèå ïî÷ëåííî îò èçðàçà çà An, ïîëó÷àâàìå

An −An−1 = An−1 −An−3 + 2(Bn−1 −Bn−2)

= An−1 −An−3 + 2An−3,

îòêúäåòî An = 2An−1 +An−3.

Ñåãà îöåíêàòà çà An ñå äîêàçâà ïî èíäóêöèÿ ïðè èçïîëçâàíå íà íåðàâåíñòâîòî 4
√
2 < 6/5. Ëåñíî ñå

ïðîâåðÿâà, ÷å A1 = 1, A2 = 2, A3 = 5 > 112/52 > (1 + 4
√
2)2, A4 = 2A3 +A1 = 11 > 113/53 > (1 + 4

√
2)3 è

A5 = 2A4 +A2 = 11 > 113/53 > (1 + 4
√
2)3 çà áàçàòà íà èíäóêöèÿòà. Ïî-íàòàòúê,

An+1 = 2An +An−2

> 2(1 +
4
√
2)n−1 + (1 +

4
√
2)n−3

= (1 +
4
√
2)n−3(2 + 4

4
√
2 + 2

4
√
4 + 1)

> (1 +
4
√
2)n,

ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.

Îöåíÿâàíå. 3 ò. çà èçâåæäàíå íà ðåêóðåíòíîòî óðàâíåíèå; 1 ò. çà ñëó÷àÿ áàçàòà íà èíäóêöèÿòà, 3 ò. çà

ïîëó÷àâàíå íà îöåíêàòà ïî èíäóêöèÿ.

Çàäà÷à 10.4. Äàäåíî å ìíîæåñòâîòî X = {0, 1, . . . , 20}, êàêòî è ïåòåëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà X:

Bk = {k, (3 + k)mod 21, (4 + k)mod 21, (9 + k)mod 21, (11 + k)mod 21}, k = 0, 1, . . . , 20.

Íÿêîè îò åëåìåíòèòå îò X îöâåòÿâàìå â ÷åðâåíî. Êàêúâ å ìèíèìàëíèÿò áðîé åëåìåíòè, êîèòî òðÿáâà

äà ñå îöâåòÿò, òàêà ÷å âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà Bk äà ñúäúðæà êàòî îöâåòåíè, òàêà è íåîöâåòåíè ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Âñÿêà äâîéêà îò ÷èñëà îò X ñå ñðåùà â òî÷íî åäíî îò ìíîæåñòâàòà Bk. Òîâà ñå ïðîâåðÿâà

ëåñíî, àêî çàáåëåæèì, ÷å ðàçëèêèòå (a−b)mod21, a, b ∈ {0, 3, 4, 9, 11}, a ̸= b, ïðîáÿãâàò âñè÷êè íåíóëåâè
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îñòàòúöè ïî ìîäóë 21. Â ÷àñòíîñò îòòóê ñëåäâà, ÷å âñåêè åëåìåíò íà X ñå ïîÿâÿâà â òî÷íî ïåò îò

ìíîæåñòâàòà Bk.

Íåêà Bm å ìíîæåñòâî, ñúäúðæàùî ìàêñèìàëåí áðîé îöâåòåíè ÷èñëà. Î÷åâèäíî òîçè áðîé å ïîíå 2.

Äà äîïóñíåì, ÷å òîé å òî÷íî 2 è äà îçíà÷èì ñúñ c áðîÿ íà âñè÷êè îöâåòåíè åëåìåíòè îò X. Äà îçíà÷èì

îùå ñ x1 è x2 áðîÿ íà ïîäìíîæåñòâàòà, ñúäúðæàùè ñúîòâåòíî 1 è 2 îöâåòåíè òî÷êè. Î÷åâèäíî èìàìå∣∣∣∣∣∣
x1 + x2 = 21
x1 + 2x2 = 5c

x2 =
(
c
2

) ,

îòêúäåòî 21−5c+
(
c
2

)
= 0, ò.å. c2−11c+42 = 0. Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íÿìà ðåàëíè êîðåíè. Ñëåäîâàòåëíî

ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî ñ ïîíå 3 îöâåòåíè ÷èñëà. Îòòóê ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà îöâåòåíèòå ÷èñëà îò X
å ïîíå 7. Çà òîâà å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòà Bk, êîèòî ñúäúðæàò ôèêñèðàíî íåîöâåòåíî

÷èñëî. Ñòîéíîñòòà 7 ñå äîñòèãà; äà îöâåòèì, íàïðèìåð, âñè÷êè ÷èñëà, êîèòî ñå äåëÿò íà 3.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà íàáëþäåíèåòî, ÷å âñÿêà äâîéêà ñå ïîÿâÿâà òî÷íî âåäíúæ â áëîêîâåòå Bk, 1 ò. çà

íàáëþäåíèåòî, ÷å âñÿêà òî÷êà ñå ïîÿâÿâà â òî÷íî 5 áëîêà; 3 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å 7 å äîëíà ãðàíèöà çà

áðîÿ íà îöâåòåíèòå òî÷êè; 2 ò. çà êîíñòðóèðàíå íà ïðèìåð íà òàêîâà ïîäìíîæåñòâî íà X.

Çàäà÷à 11.1 Äà ñå ðåøè íåðàâåíñòâîòî

sinx+ cosx+ sin 2x ≤ 1.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàìå y = sinx + cosx =
√
2 sin

(
x+ π

4

)
è òîãàâà sin 2x = y2 − 1. Íåðàâåíñòâîòî å

åêâèâàëåíòíî íà y2 + y − 2 ≤ 0 ñ ðåøåíèÿ y ∈ [−2, 1]. Ñëåäîâàòåëíî −2 ≤
√
2 sin

(
x+ π

4

)
≤ 1, îòêúäåòî

−
√
2 ≤ sin

(
x+ π

4

)
≤

√
2
2 . Ëÿâîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî x, à çà äÿñíîòî ïîëó÷àâàìå

3π

4
+ 2kπ ≤ x+

π

4
≤ 9π

4
+ 2kπ,

èëè
π

2
+ 2kπ ≤ x ≤ 2π + 2kπ çà k ∈ Z.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ïîëàãàíåòî y = sinx+ cosx; 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà óðàâíåíèåòî y2 + y − 2 ≤ 0; 1 ò.
çà ðåøàâàíå íà òîâà óðàâíåíèå; 2 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 11.2 Äàäåí å îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC. Íåêà H è G ñà ñúîòâåòíî îðòîöåíòúðúò è ìåäè-

öåíòúðúò íà △ABC. Òî÷êà P å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ìåäèàíàòà ïðåç B è âèñî÷èíàòà ïðåç A, à òî÷êà Q
å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ìåäèàíàòà ïðåç C è âèñî÷èíàòà ïðåç B. Àêî òî÷êèòå H, G, P è Q ëåæàò íà åäíà

îêðúæíîñò, äà ñå äîêàæå, ÷å òðèúãúëíèêúò, îáðàçóâàí îò ìåäèàíèòå íà △ABC, å ïîäîáåí íà △ABC.

Ðåøåíèå. Òúé êàòî H, G, P è Q ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò, òî <) BPH =<) CQH. Ñëåäîâàòåëíî

<) GBC =<) GCA, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å △BB1C ∼ △CGB1, êúäåòî B1 å ñðåäàòà íà AC. Îò òóê ïîëó÷à-

âàìå B1G.B1B = B1C
2 èëè

1

3
m2

b =

(
1

2
b

)2

. Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å mb =
1

2

√
2a2 + 2c2 − b2 îò ïîñëåäíîòî

ðàâåíñòâî ñëåäâà, ÷å a2 + c2 = 2b2. Îò ôîðìóëèòå çà ìåäèàíèòå ïðåñìÿòàìå:

ma = c

√
3

2
,mb = b

√
3

2
è mc = a

√
3

2

îòêúäåòî ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ðàâåíñòâîòî <) GBC =<) GCA; 1 ò. çà ïîäîáèåòî △BB1C ∼ △CGB1; 1 ò. çà ðàâåí-

ñòâîòî B1G.B1B = B1C
2; 2 ò. çà ðàâåíñòâîòî a2 + c2 = 2b2; 1 ò. çà ïðåñìÿòàíå íà ìåäèàíèòå.

Çàäà÷à 11.3 Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà a, çà êîèòî ÷èñëîòî

N = 1 + aa + aa
2
+ · · ·+ aa

a+1 − a

å ïðîñòî.
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Ðåøåíèå. Ïðè a = 1 ïîëó÷àâàìå N = 1 + a + aa
2 − a = 2, êîåòî å ïðîñòî ÷èñëî. Àêî a > 1 å íå÷åòíî

÷èñëî, òî N å ÷åòíî ÷èñëî è N > 2, ò.å. N íå å ïðîñòî ÷èñëî.

Àêî a å ÷åòíî ÷èñëî, çàïèñâàìå a = 2kb, êúäåòî b å íå÷åòíî ÷èñëî. Äà ðàçãëåäàìå ÷èñëîòî t = a2
k
+1.

Èìàìå aa ≡ −1 (mod t) è aa
2 ≡ aa

3 · · · ≡ aa
a+1 ≡ 1 (mod t). Òîãàâà

N ≡ 1− a− 1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
a ïúòè

≡ 0 (mod t)

è N íå å ïðîñòî ÷èñëî. Åäèíñòâåíàòà ñòîéíîñò íà a å a = 1.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà îòãîâîð; 1 ò. çà ñëó÷àÿ a íå÷åòíî ÷èñëî; 2 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà ÷èñëîòî t = a2
k
+1;

3 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 11.4 Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî n è äâå äúñêè. Íà ïúðâàòà äúñêà ñà çàïèñàíè n åäèíèöè è

íÿêîëêî (ïîíå åäíà) äâîéêè, à âòîðàòà äúñêà å ïðàçíà. Çà åäèí õîä ñå èçòðèâàò äâå ïðîèçâîëíè ÷èñëà

îò ïúðâàòà äúñêà, íà òÿõíî ìÿñòî ñå çàïèñâà òåõíèÿ ñáîð, à íà âòîðàòà äúñêà ñå çàïèñâà ïðîèçâåäåíèåòî

íà èçòðèòèòå ÷èñëà. Ñëåä íÿêîëêî õîäà íà ïúðâàòà äúñêà îñòàíàëî ñàìî åäíî ÷èñëî, êàòî ñå îêàçàëî,

÷å óäâîåíèÿò ñáîð íà ÷èñëàòà âúðõó âòîðàòà äúñêà å òî÷åí êâàäðàò. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè âúçìîæíè

ñòîéíîñòè íà n.

Ðåøåíèå. Ëåìà. Àêî âúðõó ïúðâàòà äúñêà ïúðâîíà÷àëíî ÷èñëàòà ñà x1, x2, . . . , xk, òî ñáîðúò íà

÷èñëàòà âúðõó âòîðàòà äúñêà â êðàÿ å ðàâåí íà∑
1≤i<j≤k

xixj .

Äîêàçàòåëñòâî. Çà k = 2 òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Íåêà òî å âÿðíî çà k − 1 ÷èñëà è äà ðàçãëåäàìå

÷èñëàòà x1, x2, . . . , xk âúðõó ïúðâàòà äúñêà.
Áåç îãðàíè÷åíèå ïúðâèÿò õîä å ñ ÷èñëàòà x1 è x2. Òîãàâà âúðõó ïúðâàòà äúñêà ùå áúäàò çàïèñàíè

k−1 ÷èñëà x1+x2, x3, . . . , xk, à âúðõó âòîðàòà äúñêà å çàïèñàíî ÷èñëîòî x1x2. Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà
äèðåêòíî îò ïðèëàãàíå íà èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå çà ÷èñëàòà x1 + x2, x3, . . . , xk.

Íåêà â íà÷àëîòî áðîÿò íà äâîéêèòå íà ïúðâàòà äúñêà å m. Îò Ëåìàòà ñëåäâà, ÷å â êðàÿ ñáîðúò S
íà ÷èñëàòà âúðõó âòîðàòà äúñêà å ðàâåí íà

S =
n(n− 1)

2
+ 2nm+ 2m(m− 1).

Òîãàâà 2S = n2 − n + 4nm + 4m2 − 4m = (n + 2m)2 − 2(n + 2m) + n. Ïðè n = 1 èìàìå 2S = 4m2 è

óñëîâèåòî å èçïúëíåíî. Àêî n > 1 ïîëó÷àâàìå

(n+ 2m− 1)2 < (n+ 2m)2 − 2(n+ 2m) + n < (n+ 2m)2,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å 2S íå ìîæå äà å òî÷åí êâàäðàò.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà âåðåí îòãîâîð n = 1; 3 ò. çà òâúðäåíèåòî íà ëåìàòà èëè åêâèâàëåíòíî íà íåãî; 3 ò.

çà ñëó÷àÿ n > 1.

Çàäà÷à 12.1 Äàäåíà å ïðàâèëíà ÷åòèðèúãúëíà ïèðàìèäà ABCDV ñ îñíîâà ABCD. Âñè÷êè ðúáîâå íà
ïèðàìèäàòà ñà ðàâíè. Äà ñå íàìåðè êîñèíóñúò íà úãúëà ìåæäó ïðàâèòå AM è CN , êúäåòî òî÷êà M å

ñðåäà íà ðúáà BV , à òî÷êà N å ñðåäà íà ðúáà DV .

Ðåøåíèå. Íåêà òî÷êà K â ðàâíèíàòà íà îñíîâàòà ABCD å òàêàâà, ÷å 2AK = BD è AK ∥ BD. Òîãàâà
AMNK å óñïîðåäíèê è è òúðñèì êîñèíóñî íà úãúëà ìåæäó KN è NC.

Îò ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê CAK ïîëó÷àâàìå KC =
√
AC2 +AK2 = a

√
5

2

a
√
10

2
. Òúé êàòî

AM = KN = CN = a
√
3
2 îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà òðèúãúëíèê KCN ïîëó÷àâàìå: cos <) CNK =

3+3−10
2.3 = −2

3 . Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèÿò êîñèíóñ å
2

3
.
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Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà ïîñòðîÿâàíå íà óñïîðåäíà íà åäíà îò äâåòå ïðàâè è ñâåæäàíå äî íàìèðàíå íà

êîñèíóñà íà úãúë â äàäåí òðèúãúëíèê; 2 ò. çà ïðåñìÿòàíå íà ñòðàíèòå íà ïîëó÷åíèÿ òðèúãúëíèê; 2 ò.

çà íàìèðàíå íà êîñèíóñà íà úãúëà.

Çàäà÷à 12.2 Äà ñå äîêàæå, ÷å âúðõîâåòå íà ïàðàáîëèòå y = x2+bix+ci, i = 1, 2, 3, ëåæàò íà åäíà ïðàâà,
êîÿòî íå å óñïîðåäíà íà îñòà Oy, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òåçè ïàðàáîëè èìàò îáùà äîïèðàòåëíà.

Ðåøåíèå. Íåêà ïðàâàòà y = bx + c ñå äîïèðà äî ïàðàáîëàòà y = x2 + bix + ci. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

óðàâíåíèåòî x2+ bix+ ci = bx+ c èìà äâîåí êîðåí, ò.å. (bi− b)2 = 4(ci− c). Ïîëàãàìå d =
b2

4
+ c. Òîãàâà

çà âúðõà Ai(x
0
i , y

0
i ) íà ïàðàáîëàòà èìàìå, ÷å

y0i = ci −
b2i
4

= −bib

2
+ d = bx0i + d.

È òàêà, àêî ïðàâàòà y = bx+ c ñå äîïèðà äî òðèòå ïàðàáîëè, òî òåõíèòå âúðõîâå ëåæàò íà ïðàâàòà
y = bx+ d.

Îáðàòíî, ïî ïîäîáåí íà÷èí ñå âèæäà, ÷å àêî âúðõîâåòå íà ïàðàáîëèòå ëåæàò íà ïðàâàòà y = bx+ c,

òî ïðàâàòà y = bx+ c− b2

4
ñå äîïèðà äî òðèòå ïàðàáîëè.

Îöåíÿâàíå. Ïî 3 ò. çà ⇒ è ⇐ .

Çàäà÷à 12.3 Íåêà n è d ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, êàòî n å íå÷åòíî, d å ÷åòíî è íå ñå äåëè íà 3 è n > 4d.
Åäíà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ n− d, n, n+ d ñå íàðè÷à äîáðà, àêî íàé-ãîëåìèòå åñòåñòâåíè äåëèòåëè íà

÷èñëàòà n − d, n, n + d, ðàçëè÷íè îò òÿõ ñàìèòå, ñúùî îáðàçóâàò ðàñòÿùà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ (â

òîçè ðåä).

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî äîáðè àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè.

á) Êîëêî ñà äîáðèòå àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè, çà êîèòî n < 242?

Ðåøeíèå. Íåêà âòîðàòà ïðîãðåñèÿ å a1, a2, a3.
Òúé êàòî d íå ñå äåëè íà 3, òî÷íî åäíî îò ÷èñëàòà n− d, n, n+ d ñå äåëè íà 3. Àêî n+ d íå ñå äåëè

íà 3, òî 4+(n−d)/3 ≤ 2d′+a1 = a3 ≤ (n+d)/5 èëè 2+n/3 ≤ d′+a2 = a3 ≤ (n+d)/5 (d′ å ðàçëèêàòà íà
âòîðàòà ïðîãðåñèÿ), êàòî è â äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî n > 4d. Ñëåäîâàòåëíî
a3 =

n+d
3 .

Àêî n íå ñå äåëè íà 5, òî a2 ≤ n
7 < n+d

6 = a3
2 , êîåòî îçíà÷àâà, ÷å a1 < 0, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî

a2 =
n
5 .

Íåêà a1 =
n−d
k . Äà îòáåëåæèì, ÷å k òðÿáâà äà å ïðîñòî ÷èñëî è a1 = 1 èëè âñè÷êè ïðîñòè äåëèòåëè

íà a1 òðÿáâà äà ñà ïîíå k. Èìàìå

n− d

k
+

n+ d

3
=

2n

5
⇐⇒ 15(n− d) + 5kd = nk ⇐⇒ 15a1 + 5d = n.

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è îò n = ka1 + d ñëåäâà, ÷å (k − 15)a1 = 4d. Îòòóê ñëåäâà, ÷å k − 15 ñå äåëè
íà 8. Íåêà k = 8t + 15, êúäåòî t å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Òîãàâà d = 2ta1, n = 5a1(2t + 3). Òåçè ïàðàìåòðè

óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà çà äâåòå ïðîãðåñèè è îñòàâà äà îñèãóðèì óñëîâèåòî a1 äà å íàé-ãîëåìèÿò

äåëèòåë íà n− d.
à) Îò òåîðåìàòà íà Äèðèõëå ñëåäâà, ÷å â àðèòìåòè÷íàòà ïðîãðåñèÿ ñ îáù ÷ëåí 8t+15 èìà áåçáðîéíî

ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà (òîâà ñå äîêàçâà ëåñíî è äèðåêòíî ñ èìèòàöèÿ íà êëàñè÷åñêîòî äîêàçàòåëñòâî íà

Åâêëèä çà ñúùåñòâóâàíåòî íà áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà). Ïúðâîòî òÿõ å 23 è äàâà ïðè a1 = 1
÷èñëàòà 23, 25, 27, è ñúîòâåòíî 1, 5, 9. Åäíà áåçêðàéíà ñåðèÿ å íàïðèìåð 8t + 15, 10t + 15, 12t + 15,
ñúîòâåòíî 1, 2t+ 3, 4t+ 5.

á) Àêî a1 > 1, òî a1 ≥ k ≥ 23 ñïîðåä ãîðíîòî è ïúðâàòà âúçìîæíîñò å a1 = 23. Âñúùíîñò òîâà å

è ïîñëåäíî, çàùîòî ïðè a1 ≥ 29 ïîëó÷àâàìå n = 5a1(2t + 3) ≥ 725 > 242. Ñëåäîâàòåëíî ïðîãðåñèèòå ñ
èñêàíèòå ñâîéñòâà ñà òåçè, çà êîèòî k = 8t + 15 å ïðîñòî, n = 10t + 15 < 576, ò.å. t ≤ 56, è îùå åäíà

(529 = 232, 575, 621, ñúîòâåòíî 23, 115, 207). Òåçè îò ïúðâèÿ âèä ñà 22 � îò 1 ≤ t ≤ 56 ñå èçêëþ÷âàò

êðàòíèòå íà 3, 5, 7, 11, 13, 17 è 19. Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèÿò áðîé å 23.
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Êðèòåðèè. (7 òî÷êè) 1 ò. çà 3|n+ d, 1 ò. çà 5|n, 1 ò. çà âðúçêà ìåæäó a1, n è d, 1 ò. çà k = 8t+ 15, 1 ò.
çà äîâúðøâàíå íà à), 2 ò. çà ïðåáðîÿâàíåòî â á). Àêî çà à) å ïîñî÷åí ñàìî ïðèìåð çà ïðîãðåñèÿ (ñ èëè

áåç èçïîëçâàíåòî íà òåîðåìàòà íà Äèðèõëå), òîé ñå îöåíÿâà ñ 2 ò.

Çàäà÷à 12.4 Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî n è äâå äúñêè. Íà ïúðâàòà äúñêà ñà çàïèñàíè n åäèíèöè è

íÿêîëêî (ïîíå åäíà) äâîéêè, à âòîðàòà äúñêà å ïðàçíà. Çà åäèí õîä ñå èçòðèâàò äâå ïðîèçâîëíè ÷èñëà

îò ïúðâàòà äúñêà, íà òÿõíî ìÿñòî ñå çàïèñâà òåõíèÿ ñáîð, à íà âòîðàòà äúñêà ñå çàïèñâà ïðîèçâåäåíèåòî

íà èçòðèòèòå ÷èñëà. Ñëåä íÿêîëêî õîäà íà ïúðâàòà äúñêà îñòàíàëî ñàìî åäíî ÷èñëî. Îêàçàëî ñå, ÷å

óäâîåíèÿ ñáîð íà ÷èñëàòà âúðõó âòîðàòà äúñêà å òî÷åí êâàäðàò. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè âúçìîæíè

ñòîéíîñòè íà n.

Ðåøåíèå è îöåíÿâàíå. Âèæ Çàäà÷à 11.4.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: 9.1, 9.3, 9.4, 12.3 � Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ, 9.2 � Äèàíà Äàíîâà, 10.1, 10.3,

10.4 � Èâàí Ëàíäæåâ, 10.2 � Ñòîÿí Áîåâ, 11.1, 11.3, 11.4(12.4), 12.1 � Àëåêñàíäúð Èâàíîâ, 11.2 � Åìèë

Êîëåâ, 12.2 � Ìèíè Ìàêñ.
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