
Íàöèîíàëíà îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêà, 2018 ã.

Ïúðâè äåí, ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 1. Äàäåíî å ìíîæåñòâîM îò åñòåñòâåíè ÷èñëà ñ n åëåìåíòà, êúäåòî n e íå÷åòíî åñòåñòâåíî ÷èñëî.

Åäíî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî T íà M ñå íàðè÷à äîáðî, àêî ïðîèçâåäåíèåòî íà åëåìåíòèòå íà T ñå äåëè

íà ñóìàòà íà åëåìåíòèòå íà M , íî íå è íà íåéíèÿ êâàäðàò. Àêî ñàìîòî ìíîæåñòâî M å äîáðî, êîëêî

íàé-ìíîãî ìîãàò äà áúäàò äîáðèòå ìíîæåñòâà?

�åøåíèå. Àêî A ∪ B = M è A ∩ B = ∅, òî íàé-ìíîãî åäíî îò ìíîæåñòâàòà A è B å äîáðî, òúé êàòî â

ïðîòèâåí ñëó÷àé M íå å äîáðî. Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà äîáðèòå ìíîæåñòâà íå íàäìèíàâà ïîëîâèíàòà îò

áðîÿ íà âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà, ò.å. 2n−1
.

Ùå äîêàæåì, ÷å ãîðíàòà îöåíêà å òî÷íà. Íåêà n = 2k + 1 è äà èçáåðåì ïðîñòî ÷èñëî p, çà êîåòî

p >
n(n− 1)

2
.

Äà çàïèøåì pk = a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an, êúäåòî ai = i çà i = 1, 2, . . . , n− 1 è an = pk −
n(n− 1)

2
. Òîãàâà

÷èñëàòà ai ñà âçàèìíîïðîñòè ñ p. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî

M = {pai | i = 1, 2, . . . , n}.

Òîãàâà ñóìàòà íà åëåìåíòèòå íà M å ðàâíà íà pk+1
è ëåñíî ñå âèæäà, ÷å äîáðèòå ìíîæåñòâàòà ñà òî÷íî

òåçè, çà êîèòî áðîÿò íà åëåìåíòèòå å ïîíå k+1. Òîâà ñà òî÷íî ïîëîâèíàòà ìíîæåñòâà, ò.å. áðîÿò íà äîáðèòå
ìíîæåñòâà å 2n−1

.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà îöåíêàòà, ÷å áðîÿò íå íàäìèíàâà 2n−1
; 5 ò. çà ïðèìåð.

Çàäà÷à 2. ×åòèðèúãúëíè-

êúò ABCD å âïèñàí â îê-

ðúæíîñò. Òî÷êà H1 å îðòî-

öåíòúð íà △ABC, à òî÷-

êèòå A1 è B1 ñà ñèìåòðè÷-

íè ñúîòâåòíî íà òî÷êèòå A

è B ñïðÿìî ïðàâèòå BH1

è AH1. Òî÷êà O1 å öåíòúð

íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò íà

△A1B1H1. Òî÷êà H2 å îð-

òîöåíòúð íà △ABD, à òî÷-

êèòå A2 è B2 ñà ñèìåòðè÷-

íè ñúîòâåòíî íà òî÷êèòå A

è B ñïðÿìî ïðàâèòå BH2

è AH2. Òî÷êà O2 å öåíòúð

íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò íà

△A2B2H2. Îçíà÷àâàìå ïðà-

âàòà O1O2 ñ lAB. Àíàëî-

ãè÷íî äå�èíèðàìå ïðàâèòå

lBC , lCD è lDA. Àêî lAB ∩
lBC = M , lBC ∩ lCD = N ,

lCD ∩ lDA = P è lDA ∩ lAB =
Q, äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå

M , N , P è Q ëåæàò íà åäíà

îêðúæíîñò.
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�åøåíèå. Ëåìà. Òî÷êà O1 ëåæè íà ïðàâàòàH1O, êúäåòî O å öåíòúðà íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò çà△ABC.

Îòíîøåíèåòî â êîåòî O1 äåëè H1O çàâèñè ñàìî îò ∠ACB.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà K è L ñà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà AH1 è BH1 ñ îêðúæíîñòòà. Òúé êàòî H1 è L ñà

ñèìåòðè÷íè ñïðÿìî AC, òî ÷åòèðèúãúëíèêúò H1ALA1 å ðîìá, êàòî ∠AH1A1 = 2∠AH1L = 2γ. Àíàëîãè÷-
íî H1BKB1 å ðîìá ñ ∠BH1B1 = 2γ. Ñëåäîâàòåëíî H1ALA1 è H1BKB1 ñà ïîäîáíè ðîìáîâå, îòêúäåòî

ïîëó÷àâàìå

H1T

H1X
=

H1Q

H1Y
=

1

1 + 2 cos 2γ
.

Òîâà ðàâåíñòâî îçíà÷àâà, ÷å O1 ëåæè íà ïðàâàòà H1O è îòíîøåíèåòî â êîåòî O1 äåëè H1O çàâèñè ñàìî

îò ∠ACB.

ßñíî å, ÷å CH1H2D å óñïîðåäíèê (ñëåäâà îò CH1 = CH2 = 2R cos γ) è O1 è O2 ñà õîìîòåòè÷íè

ñúîòâåòíî íà H1 è H2 ñïðÿìî O. Ñïîðåä ëåìàòà êîå�èöèåíòèòå íà äâåòå õîìîòåòèè ñà ðàâíè (çàùîòî

çàâèñÿò ñàìî îò γ). Ñëåäîâàòåëíî O1O2 ‖ H1H2 ‖ CD, ò.å. ïðàâàòà lAB å óñïîðåäíà íà CD.

Ïîëó÷èõìå, ÷å ñòðàíèòå íà MNPQ ñà óñïîðåäíè íà ñòðàíèòå íà ABCD è ñëåäîâàòåëíî MNPQ å

âïèñàí.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å Hi, O è Oi ëåæàò íà åäíà ïðàâà; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å îòíî-

øåíèÿòà, â êîèòî O äåëè HiOi çà i = 1, 2 ñà ðàâíè; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å CH1H2D å óñïîðåäíèê; 2 ò. çà

äîêàçâàíå, ÷å ñòðàíèòå íà MNPQ ñà óñïîðåäíè íà ñòðàíèòå íà ABCD; 1 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 3. Äà ñå äîêàæå, ÷å

(

6

5

)

√
3

>

(

5

4

)

√
2

.

�åøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å àêî x > −1, x 6= 0 è α ∈ (1, 2), òî

(1) 0 < f(x) = (1 + x)α − 1− αx−
α(α − 1)

2
x2 −

α(α− 1)(α− 2)

6
x3.

Èìàìå, ÷å

f ′(x) = α[(1 + x)α−1 − 1− (α − 1)x−
(α− 1)(α− 2)

2
x2],

f ′′(x) = α(α − 1)[(1 + x)α−2 − 1− (α− 2)x],

f ′′′(x) = α(α − 1)(α− 2)[(1 + x)α−3 − 1],

Ïîíåæå f ′′′(x) < 0 ïðè x ∈ (−1, 0) è f ′′′(x) > 0 ïðè x > 0, òî f ′′(x) > f(0) = 0 ïðè x > −1, x 6= 0. Òîãàâà
f ′(x) < f ′(0) = 0 ïðè x ∈ (−1, 0) è f ′(x) > f ′(0) > 0 ïðè x > 0, îòêúäåòî f(x) > f(0) = 0 ïðè x > −1,
x 6= 0.

Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å

(

6

5

)

√
3

>

(

5

4

)

√
2

. Ïîëàãàìå x =
1

5
è α =

√

3

2
. Ñúãëàñíî (1), äîñòàòú÷íî å äà

ïðîâåðèì, ÷å

αx +
α(α− 1)

2
x2 +

α(α − 1)(α− 2)

6
x3 >

1

4
⇔

277

1500
α+

3

125
>

1

4
⇔ α >

339

277
⇔ 3.2772 > 2.3392 ⇔ 230187 > 229842.

Ïîñëåäíîòî î÷åâèäíî å âÿðíî, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàáåëåæêà.

(
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= 1, 3710... < 1, 3713... =

(

6

5

)

√
3

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà (1) è 4 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.
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Íàöèîíàëíà îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêà, 2018 ã.

Âòîðè äåí, ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 4. Òî÷êàòà M ëåæè íà ñòðàíàòà AB íà îïèñàíèÿ ÷åòèðèúãúëíèê ABCD. Òî÷êèòå I1, I2 è I3 ñà

öåíòðîâå íà âïèñàíèòå îêðúæíîñòè íà △MBC, △MCD è △MDA. Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå M , I1, I2 è

I3 ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Ïúðâî ðåøåíèå. Íåêà ω1, ω2 è ω3 ñà âïèñàíèòå îêðúæíîñòè íà △MBC, △MCD è △MDA. Çà

âñÿêà îêðúæíîñò ω è âñÿêà òî÷êà X èçâúí ω, ñ t(X,ω) îçíà÷àâàìå äúëæèíàòà íà äîïèðàòåëíàòà îò X

êúì ω.

Äúëæèíàòà t1 íà îáùàòà âúòðåøíà äîïèðàòåëíà íà ω1 è ω2 å ðàâíà íà

t(M,ω2)− t(M,ω1) =
1

2
(MC +MD − CD −MB −MC +BC).

Àíàëîãè÷íî, äúëæèíàòà t2 íà îáùàòà âúòðåøíà äîïèðàòåëíà íà ω2 è ω3 å ðàâíà íà

t(M,ω2)− t(M,ω3) =
1

2
(MC +MD − CD −MD −MA+DA).

Íàé-íàêðàÿ, äúëæèíàòà t3 íà îáùàòà âúíøíà äîïèðàòåëíà íà ω1 è ω3 å ðàâíà íà

t(M,ω1) + t(M,ω3) =
1

2
(MB +MC −BC +MD +MA−DA).

Ïîíåæå ABCD å îïèñàí, èìàìå, ÷å AB + CD = BC +DA, îòêúäåòî è t1 + t2 = t3. Ñëåäîâàòåëíî ω1,

ω2 è ω3 èìàò îáùà äîïèðàòåëíà s, êîÿòî ðàçäåëÿ ω2 îò ω1 è ω3.

Íåêà△MKL å îáðàçóâàí îò ïðàâèòåMC,MD è s. Òîãàâà, ïîíåæå I1I2 è I2I3 ñà âúíøíè úãëîïîëîâÿùè

çà òîçè òðèúãúëíèê, èìàìå, ÷å ∠I1I2I3 = 90◦− 1

2
∠KML = 180◦−∠I1MI3. Ñëåäîâàòåëíî ÷åòèðèúãúëíèêúò

MI1I2I3 å âïèñàí.

Âòîðî ðåøåíèå. Ëåìà. Íåêà I å öåíòúð íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò íà △ABC è íåêà òî÷êèòå P è Q ëåæàò

íà ïðàâèòå AB è AC. Òîãàâà òî÷êèòå A, I, P è Q ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò òî÷íî êîãàòî

BP + CQ = BC,

êúäåòî BP å ðàâíî íà BP àêî P ëåæè íà ëú÷à BA→
è íà −BP â ïðîòèâåí ñëó÷àé, è àíàëîãè÷íî çà CQ.

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Ùå ðàçãëåäàìå ñàìî ñëó÷àÿ, êîãàòî òî÷êèòå P è Q ëåæàò íà îòñå÷êèòå

AB è AC. Âñè÷êè îñòàíàëè ñëó÷àè ñå ðàçãëåæäàò àíàëîãè÷íî.

Äà äîïóñíåì, ÷å A, I, P è Q ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Íåêà D è E ñà äîïèðíèòå òî÷êè íà âïèñàíàòà

îêðúæíîñò íà △ABC ñ AB è AC. Èìàìå, ÷å ∠PIQ = 180◦ − α, òàêà ÷å ∠DIP = ∠EIQ è ñëåäîâàòåëíî

△DIP ≃ △EIQ. Îòòóê DP = EQ è BP + CQ = BD + CE = BC, êîåòî è òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Îáðàòíàòà ïîñîêà íà òâúðäåíèåòî ñå óñòàíîâÿâà ñúñ ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ, íî â îáðàòåí ðåä. �

Íåêà îïèñàíàòà îêðúæíîñò íà △MI1I3 ïðåñè÷à ïðàâèòå AB, CM è DM çà âòîðè ïúò â òî÷êèòå P , Q è

R. Ñúãëàñíî ëåìàòà, BP +CQ = BC è DR+AP = DA. Ñëåäîâàòåëíî CQ+DR = BC+DA−BP −AP =
BC+DA−AB. Ïîíåæå ABCD å îïèñàí, ïîñëåäíèÿò èçðàç å ðàâåí íà CD. Ñúãëàñíî ëåìàòà, òîâà ðåøàâà

çàäà÷àòà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 4 ò. çà t1 + t2 = t3; 3 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 5. Äàäåí å ïîëèíîì P (x) = adx
d + ad−1x

d−1 + · · ·+ a3x
3 + a2x

2 + a0, êúäåòî d ≥ 2, ñ êîå�èöèåíòè
åñòåñòâåíè ÷èñëà. �àçãëåæäàìå ðåäèöàòà, äå�èíèðàíà ÷ðåç ðàâåíñòâàòà

b1 = a0, bn+1 = P (bn) çà n ≥ 1.

Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî n ≥ 2 ñúùåñòâóâà ïðîñòî ÷èñëî p, êîåòî äåëè bn è å âçàèìíîïðîñòî ñ b1b2 . . . bn−1.

�åøåíèå.Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å ñúùåñòâóâà n ≥ 2, çà êîåòî âñåêè ïðîñò äåëèòåë íà bn å äåëèòåë
è íà bi çà íÿêîå 1 ≤ i ≤ n− 1. Íåêà p å ïðîñò äåëèòåë íà bn è bn = prℓ, r, ℓ ∈ N, êúäåòî (p, ℓ) = 1. Èìàìå

bn+1 = P (bn) = ad(p
rℓ)d + ad−1(p

rℓ)d−1 + · · ·+ a2(p
rℓ)2 + a0 ≡ a0 = b1 (mod pr+1).

1



Òúé êàòî

bn+i+1 = P (bn+i) ≡ P (bi) = bi+1 (mod pr+1),

ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å bn+i ≡ bi (mod pr+1). Îò òîâà ñðàâíåíèå íàìèðàìå

bn ≡ b2n ≡ · · · ≡ bkn (mod pr+1).

Òúé êàòî vp(bn) = r, òî

vp(bn) = vp(b2n) = · · · = vp(bkn) = · · · .

Íåêà p|bi çà íÿêîå 1 ≤ i ≤ n− 1. Êàêòî ïî-ãîðå äîêàçâàìå, ÷å vp(bi) = vp(b2i) = · · · . Ñëåäîâàòåëíî

vp(bn) = vp(bin) = vp(bi) = r.

Äîêàçàõìå, ÷å àêî p å ïðîñò äåëèòåë íà bn, òî ñòåïåíòà ìó â bn å ðàâíà íà ñòåïåíòà ìó â bi çà íÿêîå

1 ≤ i ≤ n− 1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å bn äåëè b1b2 . . . bn−1, îòêúäåòî bn ≤ b1b2 . . . bn−1.

Îò äðóãà ñòðàíà, îò bn = P (bn−1) > b2n−1 ñëåäâà, ÷å bn−1 <
√
bn. Òîâà íåðàâåíñòâî äàâà:

bn−k <
√

bn−k+1 < 4

√

bn−k+2 < · · · < b1/2
k

n .

Ñëåäîâàòåëíî

0 < b1b2 . . . bn−1 < b
1

2n−1

n b
1

2n−2

n · · · b
1

2

n = b
1

2
+···+ 1

2n−1

n < bn,

ïðîòèâîðå÷èå.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà bn+i ≡ bi (mod pr+1); 1 ò. çà vp(bn) = vp(bkn) çà âñÿêî k ≥ 1; 1 ò. çà vp(bi) =
vp(bki) çà âñÿêî k ≥ 1; 1 ò. çà çàêëþ÷åíèåòî vp(bn) = vp(bi); 1 ò. çà bn|b1b2 . . . bn−1, 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 6. Íà åäíà ïëàíåòà èìà M äúðæàâè è N ãðàäà. Ìåæäó íÿêîè îò ãðàäîâåòå ñà ïîñòðîåíè äâóïî-

ñî÷íè ïúòèùà. Èçâåñòíî å, ÷å:

(1) âúâ âñÿêà äúðæàâà èìà ïîíå ïî òðè ãðàäà;

(2) îò âñåêè ãðàä â êîÿ äà å äúðæàâà èçëèçàò ïúòèùà ïîíå êúì ïîëîâèíàòà îò îñòàíàëèòå ãðàäîâå â

òàçè äúðæàâà;

(3) îò âñåêè ãðàä èçëèçà òî÷íî åäèí ïúò êúì ãðàä â íÿêîÿ äðóãà äúðæàâà;

(4) ìåæäó ãðàäîâåòå îò äâå ðàçëè÷íè äúðæàâè èìà íå ïîâå÷å îò äâà ïúòÿ;

(5) àêî â äâå äúðæàâè èìà îáùî ïî-ìàëêî îò 2M ãðàäà, òî ñúùåñòâóâà ïîíå åäèí ïúò ìåæäó òåçè äâå

äúðæàâè.

Äà ñå äîêàæå, ÷å ïúòåøåñòâåíèê ìîæå äà ïîñåòè, ïúòóâàéêè ñàìî ïî ïúòèùàòà, ïîíå M +
N

2
ãðàäà,

êàòî íàêðàÿ ñå îêàæå â ãðàäà, îò êîéòî å òðúãíàë.

�åøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ãðà� G = (V,E) ñ N , â êîéòî âúðõîâå ñà ãðàäîâåòå, à ðåáðà � ïúòèùàòà. Íåêà

ìîíîæåñòâàòà íà ãðàäîâåòå â äúðæàâèòå ñà V1, V2, . . . , VM . Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å

V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ VM , Vi ∩ Vj = ∅, |Vi| ≥ 3 (1)

çà âñè÷êè i 6= j. Îñâåí òîâà âñåêè âðúõ å ñúñåäåí íà ïîíå ïîëîâèíàòà îò âúðõîâåòå îò ìíîæåñòâîòî, íà

êîåòî ïðèíàäëåæè (2), è íà òî÷íî åäèí âðúõ îò íÿêîå äðóãî ìíîæåñòâî (3). Ìåæäó âúðõîâåòå íà êîè

äà å äâå ìíîæåñòâà ìèíàâàò íå ïîâå÷å îò äâå ðåáðà (4) è, àêî çà äâå ìíîæåñòâà Vi è Vj å èçïúëíåíî

|Vi| + |Vj | < 2M , òî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî ðåáðî, ñâúðçâàùî âðúõ îò Vi ñ âðúõ îò Vj (5). Òðÿáâà äà

äîêàæåì, ÷å â ãðà�à G èìà öèêúë ñ äúëæèíà ïîíå

N

2
+M (ò.å. âêëþ÷âàù ïîíå

N

2
+M âúðõà).

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà ëåìà, äîêàçàòåëñòâîòî íà êîÿòî ïðèâåæäàìå â êðàÿ.

Ëåìà. Íåêà G = (V,E) å ãðà� ñ ïîíå òðè âúðõà. Àêî çà âñÿêà äâîéêà íåñúñåäíè âúðõîâå u, v å èçïúëíåíî

d(u) + d(v) ≥ |V |, òî ãðà�úò èìà öèêúë, âêëþ÷âàù âñè÷êè íåãîâè âúðõîâå.

Äà îçíà÷èì ñ Gi(Vi, Ei), i = 1, . . . ,M , ïîäãðà�èòå íà G, èíäóöèðàíè îò ïîäìíîæåñòâàòà Vi. Ñ äðóãè

äóìè òîâà ñà ïîäãðà�èòå ñ âúðõîâå Vi è ðåáðà � âñè÷êè ðåáðà íà G, è äâàòà êðàÿ íà êîèòî ñà âúâ Vi.

Ñúãëàñíî ëåìàòà âúâ âñåêè îò òåçè ïîäãðà�è ñúùåñòâóâà öèêúë Ci, ñúäúðæàù âñè÷êè âúðõîâå îò Vi.
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Äà äå�èíèðàìå íîâ ãðà� H , èìàù çà âúðõîâå ìíîæåñòâàòà Vi, i = 1, . . . ,M . Äâà âúðõà Vi è Vj îò H ñà

ñâúðçàíè ñ ðåáðî, àêî ñúùåñòâóâàò âúðõîâå x ∈ Vi è y ∈ Vj , êîèòî ñà ñúñåäíè â G, ò.å. xy ∈ E. Î÷åâèäíî

H èìà M âúðõà è îò (3) ñëåäâà, ÷å âñåêè âðúõ Vi å îò ñòåïåí

dH(Vi) ≥ |Vi|, i = 1, . . . ,M.

Àêî Vi è Vj íå ñà ñúñåäíè, òî

dH(Vi) + dH(Vj) ≥
1

2
(|Vi|+ |Vj |) ≥

1

2
· 2M = M

è îò ëåìàòà ñëåäâà, ÷å H èìà öèêúë, âêëþ÷âàù âñè÷êè M âúðõà. Íåêà òîçè öèêúë å V1V2 · · ·VMV1. ßñíî

å, ÷å â G ñúùåñòâóâàò ðåáðà

x−
12x

+

12, · · · , x
−
i,i+1

x+

i,i+1
, · · · , x−

M,1x
+

M,1,

çà êîèòî x−
i,i+1

∈ Vi è x+

i,i+1
∈ Vi+1.

Òúé êàòî âñåêè âðúõ u ∈ Vi å ñâúðçàí ñ òî÷íî åäèí âðúõ èçâúí Vi, èìàìå x
+

i−1,i 6= x−
i,i+1

, x+

i−1,i, x
−
i,i+1

∈
Vi, è òåçè âúðõîâå ðàçáèâàò öèêúëà Ci íà äâå âåðèãè: C′

i è C′′
i . Ùå ñ÷èòàìå, ÷å çà âñÿêî i = 1, . . . ,M

âåðèãàòà C′
i âêëþ÷âà ïîíå ïîëîâèíàòà îò âúðõîâåòå îò Vi. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ öèêúë â G:

x+

M,1C
′
1x

−
1,2x

+

1,2C
′
2x

−
2,3 · · ·x

+

i−1,iC
′
ix

−
i,i+1

· · ·x+

M−1,Mx+

M−1,MC′
MxM,1.

Áðîÿò íà ðåáðàòà (è âúðõîâåòå) â òîçè öèêúë å

M
∑

i=1

(⌈

|Vi|

2

⌉

+ 1

)

≥

M
∑

i=1

|Vi|

2
+M =

N

2
+M,

êîåòî òðÿáâàøå äà ñå äîêàæå.

Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà. Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî çà íÿêîé ãðà� ñ N ≥ 3 âúðõà. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà ãðà� ñ N âúðõà, èìàù ñâîéñòâàòà: (1) d(u)+d(v) ≥ N çà âñÿêà äâîéêà íåñúñåäíè âúðõîâå u, v;

(2) íå ñúùåñòâóâà öèêúë, âêëþ÷âàù âñè÷êè âúðõîâå íà ãðà�à. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ïðèìàìå,

÷å G å ìàêñèìàëåí ñúñ ñâîéñòâàòà (1) è (2), ò.å. äîáàâÿíåòî íà ïðîèçâîëíî ðåáðî âîäè äî ïîÿâà íà öèêúë,

âêëþ÷âàù âñè÷êè âúðõîâå íà ãðà�à. Òúé êàòî G íå å ïúëåí ãðà�, ñúùåñòâóâà äâîéêà âúðõîâå u, v, êîèòî

íå ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî. Îò äðóãà ñòðàíà îò ìàêñèìàëíîñòòà íà G ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïúò ñ êðàèùà u

è v, âêëþ÷âàù âñè÷êè âúðõîâå íà ãðà�à:

u = x1, x2, · · · , xN−1, xN = v.

Íåêà S å ìíîæåñòâîòî îò âúðõîâåòå, ñúñåäíè íà v, à T � ìíîæåñòâîòî íà âúðõîâåòå, ïðåäøåñòâàùè

ñúñåäèòå íà u: T = {xi−1|xi ñúñåäåí íà u}. Îò óñëîâèåòî íà ëåìàòà ñëåäâà, ÷å S ∩ T 6= ∅. Íåêà xj ∈ S ∩ T .

ßñíî å, ÷å

x1, x2, · · · , xj , xN , xN−1, · · · , xj+1, x1

å öèêúë, âêëþ÷âàù âñè÷êè âúðõîâå íà ãðà�à, ïðîòèâîðå÷èå ñ ïúðâîíà÷àëíîòî äîïóñêàíå.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà �îðìóëèðàíå íà ëåìàòà èëè íà òâúðäåíèå, åêâèâàëåíòíî íà ëåìàòà; 1 ò. çà

ðàçãëåæäàíå íà ïîäãðà�èòåGi è çà íàìèðàíå íà öèêúë â òÿõ, âêëþ÷âàù âñè÷êè âúðõîâå; 1 ò. çà âúâåæäàíå

íà ãðà�à H ; 1 ò. çà çàáåëÿçâàíå, ÷å dH(Vi) ≥ |Vi|/2; 1ò. çà êîíñòðóèðàíå íà öèêúë â H , âêëþ÷âàù âñè÷êèòå

ìó âúðõîâå; 2 ò. çà êîíñòðóèðàíå íà öèêúë â G, èìàù ïîíå N/2 +M âúðõà.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè êàêòî ñëåäâà: Àëåêñàíäúð Èâàíîâ � 1 è 2, Íèêîëàé Íèêîëîâ � 3, Íèêîëàé

Áåëóõîâ è Mahdi Fard � 4, Navid Safaei � 5, Èâàí Ëàíäæåâ � 6.
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