
68. Íàöèîíàëíà îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêà

Ïúðâè äåí, 13 àïðèë 2019 ã.
Ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå

Çàäà÷à 1. (Ä. Äàíîâà, Í. Íèêîëîâ) Íåêà f(x) = x2 + bx+ 1, êúäåòî b å ðåàëåí ïàðàìåòúð. Äà ñå íàìåðè
áðîÿò íà öåëî÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ íà íåðàâåíñòâîòî f(f(x) + x) < 0.

Ðåøåíèå. Àêî |b| ≤ 2, òî f(x) ≥ 0 çà âñÿêî x.
Íåêà |b| > 2 è x1 < x2 ñà ðåàëíèòå íóëè íà f. Òîãàâà

(∗) f(f(x) + x) = (f(x) + x− x1)(f(x) + x− x2)

= (x− x1)(x− x2 + 1)(x− x2)(x− x1 + 1).

1) x2 − x1 ≤ 1, ò.å. 2 < |b| ≤
√
5. Ïîíåæå f(±1) = 2 ± b, ëåñíî ñëåäâà, ÷å öåëèòå ÷èñëà x, çà êîèòî

f(f(x) + x) < 0, ñà −1 è −2 ïðè b > 0, è 1 è 0 ïðè b < 0.
2) x2 − x1 > 1, ò.å. |b| >

√
5. Òîãàâà âñåêè îò èíòåðâàëèòå (x1 − 1, x1) è (x2 − 1, x2) ñúäúðæà òî÷íî ïî

åäíî öÿëî ÷èñëî x, çà êîåòî f(f(x) + x) < 0, îñâåí àêî x1 èëè x2 íå ñà öåëè ÷èñëà.
È òàêà, òúðñåíèÿò áðîé å ðàâåí íà 0 ïðè |b| ≤ 2, íà 1 ïðè b = m + 1/m, m ∈ Z, |m| ≥ 2, è íà 2 â

îñòàíàëèòå ñëó÷àè.

Îöåíÿâàíå. Ïî 2 ò. çà (∗), 1) è 2), è 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 2. (Å. Êîëåâ) Äàäåí å îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ îðòîöåíòúð H è öåíòúð íà îïèñàíàòà
îêðúæíîñò O. Ñèìåòðàëàòà íà CH ïðåñè÷à ñòðàíèòå AC è BC ñúîòâåòíî â òî÷êè X è Y . Ïðàâèòå XO è
Y O ïðåñè÷àò ñòðàíàòà AB ñúîòâåòíî â òî÷êè P è Q. Àêî XP + Y Q = AB +XY äà ñå íàìåðè ]OHC.

Ðåøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Íåêà N è M ñà ñúîòâåòíî ñðåäè íà CH è AC. Çà 4CY O è 4CNM èìàìå:

]OCY = ]MCN è
CY

CN
=

CO

CM
(ñëåäâà îò ïîäîáèåòî íà 4CY N è 4COM), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å 4CY O ∼

4CNM . Ñëåäîâàòåëíî ]CY O = ]CNM . Ïîíåæå MN å ñðåäíà îòñå÷êà â 4AHC, òî ]CHA = 180◦ − β,
ò.å. ]BY Q = β, îòêúäåòî Y Q = BQ. Àíàëîãè÷íî XP = AP .

Óñëîâèåòî XP + Y Q = AB +XY äàâà XY = QP è òúé êàòî XY ‖ PQ, òî QPY X å óñïîðåäíèê. Òúé
êàòî O å ïðåñå÷íà òî÷êà íà äèàãîíàëèòå íà òîçè óñïîðåäíèê, òî ðàçñòîÿíèåòî îò O äî XY å ðàâíî íà
ðàçñòîÿíèåòî îò O äî AB, êîåòî å R cos γ. Ïîíåæå HN ⊥ XY è XN = R cos γ, òî òúðñåíèÿò úãúë å 90◦.

Âòîðè íà÷èí. Àêî N å ñðåäàòà íà CH, òî CN = R cos γ è ñëåäîâàòåëíî CY =
R cos γ

sinβ
. Òîãàâà:

BY = BC − CY = 2R sinα− R cos γ

sinβ
=
R cos(α− β)

sinβ
.

Àêî ]BY O = ϕ îò ñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4OBY ïîëó÷àâàìå:

R

sinϕ
=

R cos(α− β)
sinβ sin(90 ◦ −α+ ϕ)

⇐⇒ cotgϕ = cotgβ.

Ñëåäîâàòåëíî ϕ = β, ò.å. Y Q = BQ è ðåøåíèåòî ñå äîâúðøâà êàêòî ïî-ãîðå.
Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà ïîäîáèåòî 4CY O ∼ 4CNM , 1 ò. çà ]CNM = 180◦ − β, 1 ò. çà Y Q = BQ (èëè
XP = AP ), 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å QPY X å óñïîðåäíèê, 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 3. (À. Èâàíîâ, Ñ. Õàðèçàíîâ) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà a ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî: çà
âñÿêà áåçêðàéíà ðåäèöà a1, a2, a3, . . . îò äâå ïî äâå ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà, çà êîÿòî íåðàâåíñòâîòî
an ≤ an å èçïúëíåíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n, ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà ñúñ
ñóìà íà öèôðèòå â áðîéíà ñèñòåìà ñ îñíîâà 4038, êîÿòî íå å êðàòíà íà 2019.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: 1 ≤ a < 2019. ßñíî å, ÷å a ≥ 1, òúé êàòî a1 òðÿáâà äà å åñòåñòâåíî ÷èñëî, íå ïî-
ãîëÿìî îò a. Íåêà îçíà÷èì ñúñ σ(an) îñòàòúêúò ïðè äåëåíèå íà 2019 íà ñáîðúò îò öèôðèòå íà an â
4038-è÷íà áðîéíà ñèñòåìà. Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà {bn : σ(bn) = 0}∞n=0, îò ÷èñëàòà, ÷èÿòî ñóìà îò
öèôðè â 4038-è÷íà áðîéíà ñèñòåìà ñå äåëè íà 2019. Èìàìå b0 = 0, b1 = 2019, è ò.í. Òîãàâà, çà âñÿêî



n ∈ N, {σ(2019n), σ(2019n + 1), . . . , σ(2019n + 2018)} å ÏÑÎ ïî ìîäóë 2019, òúé êàòî â ïðåäñòàâÿíåòî ñè
2019n, . . . , 2019n+ 2018 ñå ðàçëè÷àâàò åäèíñòâåíî ïî ïîñëåäíà öèôðà. Ñëåäîâàòåëíî

2019n ≤ bn ≤ 2019n+ 2018. (1)

Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíà ðåäèöà a1, a2, a3, . . . , êîÿòî äà íå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà, ò.å.,
ñàìî êðàåí áðîé íåéíè ÷ëåíîâå ai1 , ai2 , . . . , aik èçïúëíÿâàò σ(aij ) = 0. Òîãàâà, ∃M > 0, M ∈ N, òàêîâà, ÷å
am ∈ {bn}∞0 , ∀m ≥ M è çíà÷è çà âñÿêî åñòåñòâåíî N , ÷èñëîòî aM+k ∈ {bn}∞0 , k = 0, . . . , N . Äà äîïóñíåì,
÷å a < 2019. Ïîíåæå åëåìåíòèòå íà ðåäèöàòà ñà äâà ïî äâà ðàçëè÷íè, ïîëó÷àâàìå

2019N ≤ bN ≤ max
0≤k≤N

aM+k ≤ a(M +N) ⇒ N ≤ aM

2019− a
, ∀N, (2)

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå, ïîðàäè ïðåäâàðèòåëíèÿ (ôèêñèðàí!) èçáîð íà M è a. Ñëåäîâàòåëíî 1 ≤ a < 2019 å
ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

Çà a ≥ 2019, ðåäèöàòà 1, b1, b2, . . . óäîâëåòâîðÿâà îãðàíè÷åíèåòî an := bn−1 < 2019(n + 1) ≤ a(n + 1)
çà âñÿêî n è σ(an) = 0, ∀n ≥ 1. Ñëåäîâàòåëíî, â òàçè ðåäèöà åäèíñòâåíî ïðè ïúðâèÿ åëåìåíò ñáîðúò îò
öèôðèòå ìó â áðîéíà ñèñòåìà ñ îñíîâà 4038 íå ñå äåëè íà 2019. Ñëåäîâàòåëíî, a ≥ 2019 íå âîäè äî íîâè
ðåøåíèÿ. Îêîí÷àòåëíî, a < 2019.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà âúâåæäàíå íà ðåäèöàòà (bn), 2 ò. çà îöåíêèòå (1), 2 ò. çà îöåíêèòå (2) è 1 ò. çà ñëó÷àÿ
a ≥ 2019 è 1 ò. çà äîâúðøâàíå. Àêî íÿìà äðóãè òî÷êè, 1 ò. çà ïðàâèëåí îòãîâîð, ïðèäðóæåí ñ õèïîòåçà.
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68. Íàöèîíàëíà îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêà

Âòîðè äåí, 14 àïðèë 2019 ã.

Ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå

Çàäà÷à 4. (Ï. Áîéâàëåíêîâ, Å. Êîëåâ, Ñ. Õàðèçàíîâ) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà d, çà êîèòî
ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî k ≥ 3, òàêîâà, ÷å ÷èñëàòà d, 2d, 3d, . . . , kd ìîãàò äà ñå íàðåäÿò â ðåäèöà ñúñ
ñëåäíîòî ñâîéñòâî: ñóìàòà íà âñåêè äâå ñúñåäíè ÷èñëà å òî÷åí êâàäðàò.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: Âñÿêî d, êîåòî å òî÷åí êâàäðàò. ßñíî å, ÷å àêî ñúùåñòâóâà k ≥ 3 è íàðåäáà íà
d, 2d, 3d, . . . , kd, òî ñúùîòî k è ñúùàòà íàðåäáà ùå ðàáîòÿò çà âñÿêî d1 = s2d, s ∈ N. Ñëåäîâàòåëíî,
äîñòàòú÷íî å äà ðàçãëåæäàìå åñòåñòâåíèòå ÷èñëà d, ñâîáîäíè îò êâàäðàòè. Ïðè d = 1 èìàìå ïðèìåð çà
k = 15:

8, 1, 15, 10, 6, 3, 13, 12, 4, 5, 11, 14, 2, 7, 9.

Íåêà ñåãà d > 1. Íåçàâèñèìî îò íàðåäáàòà íà ÷ëåíîâåòå íà ïðîãðåñèÿòà, ñóìàòà íà âñåêè äâå ñúñåäíè ùå
ñå äåëè íà d, è òúé êàòî d å ñâîáîäíî îò êâàäðàòè, òî íåîáõîäèìî óñëîâèå äà ñúùåñòâóâà k ñ èñêàíîòî
ñâîéñòâî å: âñè÷êè ãåíåðèðàíè òî÷íè êâàäðàòè äà ñå äåëÿò íà d2. Çàäà÷àòà ñå òðàíñôîðìèðà äî: äà ñå
íàðåäÿò ÷èñëàòà îò 1 äî k â ðåäèöà a1, a2, . . . , ak òàêà, ÷å çà âñÿêî i = 1, 2, . . . , k− 1 ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî
÷èñëî qi ñúñ ñâîéñòâîòî: ai + ai+1 = dq2i . Íî òîãàâà

ai + ai+1 ≡ 0 (mod d) ⇒ ai ≡ −ai+1 (mod d) ⇒ a2j ≡ a2` ≡ −a2`+1 ≡ −a2j+1 (mod d)

è çíà÷è â öÿëàòà ðåäèöà ñå ñðåùàò ñàìî äâà ðàçëè÷íè îñòàòúêà ïî ìîäóë d. Ñëåäîâàòåëíî k = 2 (êîåòî å
íåâúçìîæíî) èëè d = 2. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å ÷èñëàòà a1, a2, . . . , ak ñà îò åäíà è ñúùà ÷åòíîñò, êîåòî å
íåâúçìîæíî.

Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ñâåæäàíå íà çàäà÷àòà äî ñâîáîäíè îò êâàäðàòè d, 2 ò. çà ïðèìåð ïðè d = 1 (èëè â îáù
âèä), 1 ò. çà ñúîáðàæåíèåòî, ÷å âñè÷êè ãåíåðèðàíè òî÷íè êâàäðàòè ñå äåëÿò íà d2, 2 ò. çà äîñòèãàíå äî
ñàìî äâà îñòàòúêà è çàêëþ÷åíèå ïðè d > 2, 1 ò. çà ñëó÷àÿ d = 2.

Çàäà÷à 5. (À. Èâàíîâ, Ñ. Õàðèçàíîâ) Â èçïúêíàë 2019-úãúëíèê ñà ïîñòðîåíè âñè÷êè äèàãîíàëè, êàòî
íèêîè òðè îò òÿõ íå ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà. Ïðåñå÷íà òî÷êà íà äâà äèàãîíàëà, âúòðåøíà çà ìíîãîú-
ãúëíèêà, ñå íàðè÷à âúçåë. Êîëêî íàé-ìíîãî âúçëè ìîãàò äà ñå îöâåòÿò, òàêà ÷å äà íå ñúùåñòâóâà öèêúë ñ
îöâåòåíè âúçëè, âñåêè äâà ïîñëåäîâàòåëíè îò êîèòî äà ñà âúðõó åäèí è ñúùè äèàãîíàë?

Ðåøåíèå. Îòãîâîð:
2019(2019−3)

2 −1 = 2035151. Äà ðàçãëåäàìå ïî-îáùàòà çàäà÷à, êúäåòî 2019 å çàìåíåíî
ñ n ≥ 4. Ùå äîêàæåì, ÷å â èçïúêíàë n-úãúëíèê, íà êîéòî íèêîè òðè îò äèàãîíàëèòå íå ñå ïðåñè÷àò â åäíà

òî÷êà ìîæåì äà îöâåòèì íàé-ìíîãî n(n−3)
2 − 1 îò âúçëèòå, òàêà, ÷å äà íå ñúùåñòâóâà åäíîöâåòåí öèêúë.

Ïúðâî ùå äàäåì îöåíêà, ÷å áðîÿò íà îöâåòåíèòå âúçëè å ïî-ìàëúê îò n(n−3)
2 . Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî

è äà ðàçãëåäàìå ãðàô, ÷èéòî âúðõîâå îòãîâàðÿò íà äèàãîíàëèòå íà n-úãúëíèêà, à ðåáðàòà � íà îöâåòåíèòå

âúçëè. Òúé êàòî áðîÿò äèàãîíàëè â èçïúêíàë n-úãúëíèê å òî÷íî n(n−3)
2 , òî â êîíñòðóèðàíèÿ ãðàô áðîÿò íà

ðåáðàòà å íå ïî-ìàëúê îò áðîÿ íà âúðõîâåòå è çíà÷è ñúäúðæà öèêúë. Íî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å èìà âçàèìíî
åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó öèêëèòå â ãðàôà è åäíîöâåòíèòå öèêëè ñ âúçëè êàòî âúðõîâå.

Ñåãà ùå ïîêàæåì ïî èíäóêöèÿ, ÷å ìîæåì äà îöâåòèì n(n−3)
2 − 1 âúçåëà áåç äà �çàöèêëèì�. Áàçàòà ïðè

n = 4 å òðèâèàëíà. Íåêà ñåãà çà ïðîèçâîëåí èçïúêíàë n-úãúëíèê ñìå äîêàçàëè, ÷å ìîæåì äà îöâåòèì
n(n−3)

2 − 1 îò âúçëèòå ìó áåç íàëè÷èåòî íà åäíîöâåòåíè öèêúë. Äà ðàçãëåäàìå èçïúêíàë (n+ 1)-úãúëíèê
A1A2 . . . An+1 è äà âçåìåì åäíî òàêîâà îöâåòÿâàíå çà âúçëèòå íà A1A2 . . . An. Äîáàâÿéêè âúðõà An+1,
ñòðàíàòà A1An îò A1A2 . . . An ñå òðàíñôîðìèðà â äèàãîíàë è êúì äèàãîíàëèòå íà A1A2 . . . An äîáàâÿìå
è äèàãîíàëèòå An+1Ai, i = 2, . . . , n − 1. Ñåãà âúðõó A1An èìàìå òî÷íî n − 2 âúçåëà, êîèòî îöâåòÿâàìå.
Îñâåí òîâà îöâåòÿâàìå îùå åäèí âúçåë âúðõó äèàãîíàë îò An+1, íàïðèìåð ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà An+1A2 è
A1A3. (Ïîðàäè èçïúêíàëîñòòà íà ôèãóðèòå å ÿñíî, ÷å âñè÷êè ãîðåèçáðîåíè ïðåñå÷íè òî÷êè ñà íàèñòèíà
âúòðåøíè çà ìíîãîúãúëíèêà è çíà÷è ñà âúçëè!) Îáùî ïîëó÷èõìå

n(n− 3)

2
− 1 + (n− 1) =

(n+ 1)(n− 2)

2
− 1

îöâåòåíè âúçåëà. Èçìåæäó íîâîîöâåòåíèòå n− 1 âúçåëà �ñúñåäñòâî� ñå ðåàëèçèðà åäèíñòâåíî âúðõó äèà-
ãîíàëèòå A1An è A2An+1. Ïðè òîâà, âñåêè äðóã äèàãîíàë ïðåç An+1 ñúäúðæà òî÷íî åäèí îöâåòåí âúçåë,
ò.å., íå ðåàëèçèðà ñúñåäñòâà. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å çà äà ñúùåñòâóâà åäíîöâåòåí öèêúë, ïðè ïîëîæåíèå,



÷å îöâåòÿâàíåòî íà âúçëèòå íà A1A2 . . . An å àöèêëè÷íî, â íåãî òðÿáâà äà ó÷àñòâàò ïîíå äâà îò íîâîîö-
âåòåíèòå âúçëè è çíà÷è ïîíå åäèí îò âúçëèòå âúðõó A1An. Íî, îñâåí ïîìåæäó ñè, òåçè âúçëè îáùî èìàò
òî÷íî åäèí öâåòåí ñúñåä (ïî êîíñòðóêöèÿ) è íÿìà êàê äà ñå îáðàçóâà öèêúë ñ òÿõíî ó÷àñòèå. Ñëåäîâàòåëíî
êîíñòðóèðàíîòî îöâåòÿâàíå ñúùî å àöèêëè÷íî è èíäóêöèÿòà å çàâúðøåíà.

Îöåíÿâàíå. 3 ò. çà îöåíêàòà, 4 ò. çà êîíñòðóêöèÿòà (2 ò. çà êîðåêòíà êîíñòðóêöèÿ ñ õèïîòåçà, íî áåç
äîêàçàòåëñòâî).

Çàäà÷à 6. (À. Èâàíîâ, Ñ. Ãåðäæèêîâ) Äàäåí å øåñòîúãúëíèê ABCDEF , âïèñàí â îêðúæíîñò, çà êîéòî

AB · CD · EF = BC ·DE ·AF.

Íåêà òî÷êèòå B è B1 ñà ñèìåòðè÷íè îòíîñíî ïðàâàòà AC, D è D1 ñà ñèìåòðè÷íè îòíîñíî CE, F è F1 ñà
ñèìåòðè÷íè îòíîñíî EA. Äà ñå äîêàæå, ÷å 4B1D1F1 å ïîäîáåí íà 4BDF .

Ðåøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Îò óñëîâèåòî |AB| · |CD| · |EF | = |BC| · |DE| · |AF | ëåñíî ñå âèæäà, ÷å AD, BE
è CF ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà. Òîâà ìîæå äà ñå âèäè îò òðèúãúëíèê ACE, â êîéòî:

sin]DAC

sin]DAE
=
|DC|
|DE|

,
sin]AEB

sin]CEB
=
|AB|
|BC|

è
sin]ECF

sin]ACF
=
|EF |
|AF |

.

Êàòî óìíîæèì òðèòå ðàâåíñòâà è èçïîëçâàìå óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà, ïîëó÷àâàìå sin]DAC
sin]DAE

sin]AEB
sin]CEB

sin]ECF
sin]ACF =

1. Îòòóê ïî ñèíóñîâèÿ âàðèàíò íà Òåîðåìàòà íà ×åâà ñëåäâà, ÷å AD, BE è CF ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà.
Íåêà òàçè òî÷êà îçíà÷èì ñ P .

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå 4AF1P è 4CD1P . Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å F1 è D1 ñà ñèìåòðè÷íè íà F è D îòíîñíî
AE è CE è òîâà, ÷å øåñòîúãúëíèêúò å âïèñàí, èìàìå, ÷å:

]PAF1 = |]PAE − ]F1AE| = |]DAE − ]FAE|
= |]DCE − ]FCE| = |]D1CE − ]PCE|
= ]PCD1.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ãîðíîòî èçðàçÿâàíå ïîêàçâà, ÷å D1 è D ñà îò ðàçëè÷íà ñòðàíè íà CF òî÷íî
êîãàòî F è F1 ñà â åäíà è ñúùà ïîëóðàâíèíà îòíîñíî AD.

Îñâåí òîâà êàòî èçïîëçâàìå, ÷å 4APF ∼ 4CPD è |AF1| = |AF | è |CD1| = |CD| ïîëó÷àâàìå:

|AF1|
|CD1|

=
|AF |
|CD|

=
|AP |
|CP |

Ñëåäîâàòåëíî 4AF1P ∼ 4CD1P . Îòòóê ]APF1 = ]CPD1 è |F1P |
|D1P | =

|AP |
|CP | =

|FP |
|DP | , êúäåòî ïîñëåäíîòî

ðàâåíñòâî îòíîâî å îò ïîäîáíèòå 4APF ∼ 4CPD. Îñâåí òîâà, òúé êàòî D1 å èçâúí ]PCD òî÷íî êîãàòî

F1 å â ]FAP , òî ]F1PD1 = ]APC = ]FPD. Ñ òîâà èìàìå, ÷å |F1P |
|D1P | = |FP |

|DP | è ]F1PD1 = ]FPD.

Ñëåäîâàòåëíî, 4F1D1P ∼ 4FDP . Òîâà ïîêàçâà, ÷å |F1D1|
|FD| = |F1P |

|FP | = |D1P |
|DP | . Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å

|D1B1|
|DB| = |D1P |

|DP | =
|F1D1|
|FD| è |F1B1|

|FB| = |F1P |
|FP | =

|F1D1|
|FD| . Ñëåäîâàòåëíî 4F1D1B1 ∼ 4FDB.

Âòîðè íà÷èí. Êàêòî ïî-ãîðå âèæäàìå, ÷å äèàãîíàëèòå AD, BE è CF ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà P .
Öåëòà å äà äîêàæåì, ÷å |B1D1|/|BD| = |D1F1|/|DF | = |F1B1|/|FB|. Çà òîâà ïúðâî ùå èçðàçèì îòíî-

øåíèåòî |B1D1|2/|BD|2. Êàòî ÷å ëè, íàé-óäîáíî òîâà ñòàâà ñ êîñèíóñîâà òåîðåìà çà òðèúãúëíèöèòå BCD
è B1CD1, çàùîòî |BC| = |B1C| è |DC| = |D1C|. Èìàìå ñëåäíîòî:

|BD|2 = |BC|2 − 2|BC||DC| cos∠BCD + |DC|2

|B1D1|2 = |B1C|2 − 2|B1C||D1C| cos∠B1CD1 + |D1C|2.

Âàäèì îò ïúðâîòî ðàâåíñòâî âòîðîòî è èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî íà îòñå÷êèòå |BC| = |B1C| è |DC| = |D1C|:

|BD|2 − |B1D1|2 = 2|BC||DC|(cos∠B1CD1 − cos∠BCD)

= 2|BC||DC|2 sin ∠B1CD1 + ∠BCD

2
sin

∠BCD − ∠B1CD1

2
, (1)

êúäåòî èçïîëçâàõìå îñíîâíî òðèãîíîìåòðè÷íî òúæäåñòâî.
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Ñåãà èñêàìå äà èçðàçèì ∠B1CD1+∠BCD
2 è ∠BCD−∠B1CD1

2 ÷ðåç úãëèòå íà øåñòîúãúëíèêà. Òîâà îáà÷å
çàâèñè îò ðàçïîëîæåíèåòî òî÷êèòå B, D, B1 è D1 îêîëî C. Âúçìîæíè ñà äâà ñëó÷àÿ: B,B1, D1 è D ñå
ñðåùàò â òîçè ðåä â ïî-ìàëêèÿ úãúë ∠BCD, èëè B,D1, B1 è D ñå ñðåùàò â òîçè ðåä â ïî-ìàëêèÿ úãúë
∠BCD. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé: ∠BCD = ∠B1CD1+∠BCB1+∠DCD1, äîêàòî âúâ âòîðèÿ: ∠BCD = −∠B1CD1+
∠BCB1 + ∠DCD1. Òîâà ïîêàçâà, ÷å

∠B1CD1+∠BCD
2 ñå èçðàçÿâà êàêòî ∠B1CD1−∠BCD

2 âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé

è îáðàòíî. Òîâà ïîêàçâà, ÷å ðåçóëòàòúò îò èçðàçÿâàíåòî íà sin ∠B1CD1+∠BCD
2 sin ∠BCD−∠B1CD1

2 íÿìà äà
çàâèñè îò òîâà, â êîé îò äâà ñëó÷àÿ ñå íàìèðàìå. Ïîðàäè òîâà å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåäàìå ñàìî ïúðâèÿ
ñëó÷àé.

Òîãàâà ∠B1CD1+∠BCD
2 = ∠ACD, äîêàòî çà ∠BCD−∠B1CD1

2 èìàìå:

∠BCD − ∠B1CD1

2
=

∠BCB1 + ∠DCD1

2
= ∠BCA+ ∠DCE

= ∠BEA+ ∠DAE = ∠PEA+ ∠PAE

= 180◦ − ∠APE.

Êàòî çàìåñòèì òåçè ðàâåíñòâà â èçðàçà çà |BD|2 − |B1D1|2, ïîëó÷àâàìå:

|BD|2 − |B1D1|2 = 2|BC||DC|2 sin∠ACE sin∠APE

= 4|BC||DC| |AE|
2R

|AE|
|AP |

sin∠AEP

= 4|BC||DC| |AE|2

2R|AP |
|AB|
2R

, (2)

êúäåòî R å ðàäèóñúò íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò. Òóê èçïîëçâàõìå ïîñëåäîâàòåëíî ñèíóñîâè òåîðåìè çà çà
4ACE, 4APE è íàêðàÿ çà 4ABE. Êàòî ïðåîáðàçóâàìå ãîðíèÿ èçðàç, òàêà ÷å äà èçðàçèì |B1D1|2/|BD|2
ïîëó÷àâàìå:

|B1D1|2

|BD|2
= 1− |AB||BC||CD|

|AP |R2

|AE|2

|BD|2
.

Îò ïîäîáèåòî íà 4APE è 4BPD èìàìå |AE|
|BD| = |AP |

|BP | = |EP |
|DP | , îòêúäåòî

|AE|2
|BD|2 = |AP ||EP |

|BP ||DP | . Ñëåä êàòî

çàìåñòèì â èçðàçà çà |B1D1|2
|BD|2 ïîëó÷àâàìå:

|B1D1|2

|BD|2
= 1− |AB||BC||CD|

|AP |R2

|AP ||EP |
|BP ||DP |

= 1− |AB||BC||CD||EP |
R2|BP ||DP |

. (3)

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, (öèêëè÷íî ïðåç äâà âúðõà â øåñòîúãúëíèêà), ÷å:

|D1F1|2

|DF |2
= 1− |CD||DE||EF ||AP |

R2|DP ||FP |
.

Ñëåäîâàòåëíî, äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å:

|AB||BC||CD||EP |
R2|BP ||DP |

=
|CD||DE||EF ||AP |

R2|DP ||FP |
,

êîåòî, êàòî ñúêðàòèì íà ðàâíèòå äúëæèíè íà îòñå÷êè, å åêâèâàëåíòíî íà:

|AB||BC||EP |
|BP |

=
|DE||EF ||AP |

|FP |
, (4)

Ñåãà 4ABP ∼ 4EDP , îòêúäåòî |AB|
|AP | =

|DE|
|EP | , èëè |AB||EP | = |DE||AP |. Òîâà ïðàâè ãîðíîòî ðàâåíñòâî

åêâèâàëåíòíî íà:
|BC|
|BP |

=
|EF |
|FP |

. (5)

Ïîñëåäíîòî îáà÷å å î÷åâèäíî, çàùîòî 4BCP ∼ 4FEP . Ñ òîâà |B1D1|
|BD| = |D1F1|

|DF | . Ðàâåíñòâîòî
|D1F1|
|DF | =

|F1B1|
|FB| ñëåäâà îò ñúîáðàæåíèÿ çà àíàëîãèÿ, òîåñò öèêëè÷íà ðîòàöèÿ íà âúðõîâåòå. Ñëåäîâàòåëíî 4BDF ∼
4B1D1F1.
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Îöåíÿâàíå. (Ïúðâè íà÷èí) 1 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å AD, BE è CF ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà, 3 ò. çà
ïîäîáèåòî 4AF1P ∼ 4CD1P , 2 ò. çà ]F1PD1 = ]FPD è 1 ò. çà ïîäîáèåòî 4F1D1P ∼ 4FDP ; (Âòîðè
íà÷èí) 1 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å AD, BE è CF ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà; 1 ò. çà (1); 2 ò. çà (2); 1 ò. çà (3); 1

ò. � çà |B1D1|
|BD| = |D1F1|

|DF | ñëåä äîñòèãàíå äî òîâà, ÷å (4) å äîñòàòú÷íî çà |D1F1|
|DF | = |F1B1|

|FB| ; 1 ò. � çà
|B1D1|
|BD| = |D1F1|

|DF |

ñëåä äîñòèãàíå äî òîâà, ÷å 5 å äîñòàòú÷íî çà |D1F1|
|DF | = |F1B1|

|FB| .
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