
Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Òî÷êèòå M , N , P è Q ñà ñðåäè ñúîòâåòíî íà ñòðàíèòå AB, BC, CD è DA íà

÷åòèðèúãúëíèê ABCD. Òî÷êèòå F è G ñà ìåäèöåíòðîâå ñúîòâåòíî íà òðèúãúëíèöèòå BNP
è NPD. Îòñå÷êàòà MG ïðåñè÷à FQ â òî÷êà K è FK = 6 cm. Äà ñå äîêàæå, ÷å KQ = 9 cm.

Ðåøåíèå. Âúðõó îòñå÷êàòà FQ äà èçáåðåì òî÷êà L, çà êîÿòî QL = 3
5QF . Äîñòàòú÷íî å äà

äîêàæåì, ÷å L ëåæè íà MG, ïîíåæå ùå ñëåäâà, ÷å L ≡ K. Íàèñòèíà,
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Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè)1 ò. çà âúâåæäàíå íà òî÷êà (òóê L), äåëÿùà FQ â îòíîøåíèå 2:3;

1 ò. çà èçïîëçâàíå íà âåêòîðíî ðàâåíñòâî çà ìåäèöåíòúð; 2 ò. çà èçðàçÿâàíå íà
−−→
ML ÷ðåç

âåêòîðè, ñâúðçâàùè ñàìî òî÷êè ñðåä A, B, C, D, M , N , P , Q; 3 ò. çà çàâúðøâàíå.

Çàäà÷à 8.2. Çà ïîëîæèòåëíèòå ÷èñëà a, b è c ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

a(a+ b)

b+ c
+ b =

b(b+ c)

c+ a
+ c =

c(c+ a)

a+ b
+ a.

Äà ñå äîêàæå, ÷å a = b = c.

Ðåøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Çàáåëÿçâàìå, ÷å âñåêè îò èçðàçèòå â óñëîâèåòî ñå ïîëó÷àâà îò äðóã

ñëåä öèêëè÷íî çàâúðòàíå íà ïðîìåíëèâèòå. Ðàâåíñòâàòà îôîðìÿìå êàòî ïðîïîðöèè è èç-

ïîëçâàìå ñâîéñòâîòî íà ïðîïîðöèèòå. Èìàìå
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a
. Ñëåäîâàòåëíî

a2c+ abc = b3 + b2c; b2a+ abc = c3 + c2a; c2b+ abc = a3 + a2b.

Ïîðàäè öèêëè÷íàòà èíâàðèàíòíîñò å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ: a ≥ b ≥ c è
a ≥ c ≥ b. Íåêà a ≥ b ≥ c. Òîãàâà a3 + a2b ≥ c2b + abc è ðàâåíñòâî å âúçìîæíî ñàìî ïðè

a = b = c. Íåêà a ≥ c ≥ b. Òîãàâà a2c+ abc ≥ b3 + b2c è îòíîâî a = b = c.

Âòîðè íà÷èí. Â ïúðâîòî ðàâåíñòâî ïðåõâúðëÿìå b è c íà ñðåùóïîëîæíèòå èì ñòðàíè, çà äà

ïîëó÷èì
a(a+ b)

b+ c
− c = b(b+ c)

c+ a
− b. Ïðåîáðàçóâàìå (a− c)(a+ b+ c)

b+ c
=
b(b− a)
c+ a

. Ñëåäîâà-

òåëíî, îò ïîëîæèòåëíîñòòà íà a, b, c èìàìå (a−c)(b−a) ≥ 0. Àíàëîãè÷íî îò âòîðîòî è òðåòîòî
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ïîëó÷àâàìå (b− a)(c− b) ≥ 0. Ñúáèðàìå äâåòå íåðàâåíñòâà è ïîëó÷àâàìå (b− a)(a− b) ≥ 0.
Ñëåäîâàòåëíî a = b. Àíàëîãè÷íî, a = c.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) Ïúðâè íà÷èí: 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å a2c+abc = b3+b2c èëè åêâèâàëåí-
òíî, åâåíòóàëíî çà äðóãè ïðîìåíëèâè; 1 ò. çà ñúîáðàçÿâàíå, ÷å èìà äâà ñúùåñòâåíè ñëó÷àÿ

íà íàðåäáà; ïî 2 ò. çà çàâúðøâàíå íà âñåêè îò äâàòà ñëó÷àÿ. Âòîðè íà÷èí: 3 ò. çà äîêàçâàíå

(a− c)(b− a) ≥ 0 èëè åêâèâàëåíòíî, åâåíòóàëíî çà äðóãè ïðîìåíëèâè; 4 ò. çà çàâúðøâàíå.

Çàäà÷à 8.3. Ïúðâè íà÷èí. Íåêà N = 1010101 . . . 101 å ÷èñëî, çàïèñàíî ñ ïîìîùòà íà 2019
íà áðîé öèôðè 1 è 2018 íà áðîé öèôðè 0, êàòî ìåæäó âñåêè äâå ïîñëåäîâàòåëíè åäèíèöè å

çàïèñàíà öèôðàòà íóëà. Äà ñå íàìåðè îñòàòúêúò îò äåëåíèåòî íà N ñúñ 707.

Ðåøåíèå. Èìàìå, ÷å 2019 ≡ 1 (mod 2) è 2019 ≡ 0 (mod 3). Ïîíåæå 707 = 7 · 101, à ÷èñëîòî
N èìà âèäà 101k + 1 è ÷èñëîòî 10101 ñå äåëè íà 7, ò.å. N ñå äåëè íà 7, îñòàâà äà íàìåðèì
îñòàòúêà îò äåëåíèåòî íà N ñúñ 7 · 101. Íî N = 101k + 1 = 98k + 3k + 1 è òîâà ÷èñëî ùå

ñå äåëè íà 7, êîãàòî k èìà âèäà 7t + 2, ò.å N = 101k + 1 = 101(7t + 2) + 1 = 203 + 707t.
Ñëåäîâàòåëíî, òúðñåíèÿò îñòàòúê å 203.

Âòîðè íà÷èí. Òúé êàòî 10101 ñå äåëè íà 7, òî 101010101010 ñå äåëè íà 7 è íà 101, à çíà÷è
è íà 707. Òúé êàòî 2019 äàâà îñòàòúê 3 ïðè äåëåíèå íà 6, òðÿáâà äà íàìåðèì îñòàòúêà íà

10101 ïðè äåëåíèå ñúñ 707. Òîé å 203.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà îò÷èòàíå, ÷å 10101 ñå äåëè íà 7; 1 ò. çà ñúîáðàçÿâàíå, ÷å áðîÿò

åäèíèöè ïî ìîäóë 3 îïðåäåëÿ îñòàòúêà ïî ìîäóë 7; 1 ò. çà ñúîáðàçÿâàíå, ÷å áðîÿò åäèíèöè

ïî ìîäóë 2 îïðåäåëÿ îñòàòúêà ïî ìîäóë 101; 4 ò. çà çàâúðøâàíå. (Ñàìî âåðåí îòãîâîð áåç

àäåêâàòíà îáîñíîâêà: 1 ò.)

Çàäà÷à 8.4. Äà ñå îïðåäåëè áðîÿò íà âñè÷êè îñåìöèôðåíè åñòåñòâåíè ÷èñëà, òàêèâà ÷å

÷åòíèòå èì öèôðè ñà òî÷íî òðè, ðàçëè÷íè ñà åäíà îò äðóãà, çàïèñàíè ñà â íàìàëÿâàù ðåä,

ñ÷èòàíî îòëÿâî íàäÿñíî, è íå ñà íà ñúñåäíè ïîçèöèè.

Ðåøåíèå. Äà çàïèøåì ïúðâî ïåòòå íå÷åòíè öèôðè; çà âñÿêà îò òÿõ èìà ïî 5 èçáîðà, òàêà

÷å èìàìå 55 ïåòöèôðåíè ÷èñëà. Òðÿáâà äà èçáåðåì òðè ðàçëè÷íè ÷åòíè öèôðè, êîåòî ìîæå

äà ñòàíå ïî 5 · 4 · 3 : 3! = 10 íà÷èíà, äà èçáåðåì òðè ïîçèöèè çà òÿõ, êîåòî ìîæå äà ñòàíå

ïî 6 · 5 · 4 : 3! = 20 íà÷èíà (ïåòòå ïîñòàâåíè íå÷åòíè öèôðè îïðåäåëÿò 6 âúçìîæíè ìåñòà

çà ïîñòàâÿíå: ïðåäè ïúðâàòà, ìåæäó âñåêè äâå ñúñåäíè èëè ñëåä ïîñëåäíàòà) è äà çàïèøåì

èçáðàíèòå òðè öèôðè íà èçáðàíèòå òðè ïîçèöèè â íàìàëÿâàù ðåä (ïðè êîåòî ïúðâàòà öèôðà

íÿìà äà å 0). Îòãîâîð: 55 · 10 · 20 = 625000.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà îïðåäåëÿíå áðîÿ íà âàðèàíòèòå çà íå÷åòíèòå öèôðè; 2 ò. çà

îïðåäåëÿíå áðîÿ íà âàðèàíòèòå êîè ÷åòíè öèôðè ùå ñå ïîëçâàò; 2 ò. çà îïðåäåëÿíå áðîÿ íà

âàðèàíòèòå çà ïîçèöèè íà ÷åòíèòå öèôðè; 2 ò. çà çàâúðøâàíå.
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Çàäà÷à 9.1. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 + y2 =
2xy

z

y2 + z2 =
2yz

x

x2 + z2 =
2xz

y

.

Ðåøåíèå. Èìàìå, ÷å x, y, z 6= 0 è èçâàæäàéêè ïúðâîòî óðàâíåíèå îò âòîðîòî, ñëåä åëåìåí-

òàðíè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòèãàìå äî z2 − x2 =
2y(z2 − x2)

xz
. Âúçìîæíè ñà òðè ñëó÷àÿ: z = x

èëè z = −x èëè 2y = xz. Ïúðâèÿò ñëó÷àé âîäè äî y = 1 (äèðåêòíî çàìåñòâàíå â òðåòîòî

óðàâíåíèå) è x = z = ±1 (çàìåñòâàíå â ïúðâîòî óðàâíåíèå ñ x = z è y = 1). Àíàëîãè÷íî,
âòîðèÿò ñëó÷àé âîäè äî y = −1 è îòíîâî x = z = ±1. Ïðè 2y = xz, îò ïúðâîòî óðàâíåíèå
ïîëó÷àâàìå, ÷å x2 + y2 = x2, ò.å., y = 0, êîåòî íå å â äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî. Ñëåäî-

âàòåëíî òîçè ñëó÷àé íå âîäè äî ðåøåíèå. Îêîí÷àòåëíî, èìàìå ÷åòèðè ðåøåíèÿ, êîèòî ñà:

(±1, 1,±1) è (±1,−1,∓1).
Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) Ïî 2 ò. çà âñåêè îò òðèòå ñëó÷àÿ è 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 9.2. Äàäåí å îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC, AC 6= BC, ñ öåíòúð íà îïèñàíàòà îê-
ðúæíîñò O. Ïðàâà, óñïîðåäíà íà AB, ñå äîïèðà äî îêðúæíîñòòà, îïèñàíà îêîëî òðèúãúëíèê
AOB, â òî÷êà T è ïðåñè÷à ïðîäúëæåíèÿòà íà ñòðàíèòå CA è CB ñúîòâåòíî â òî÷êèòå X è

Y . Íåêà F å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ïðàâèòå BX è AY . Äà ñå äîêàæå, ÷å öåíòúðúò íà âïèñàíàòà
â òðèúãúëíèê FCT îêðúæíîñò ëåæè âúðõó îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèê ABC îêðúæíîñò.

Ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, íåêà AC > BC. Èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷å-
íèÿ çà úãëèòå â4ABC. Îò òîâà, ÷å ATBO å âïèñàí ÷åòèðèúãúëíèê è òî÷êèòåO è T ñà â ðàç-

ëè÷íè ïîëóðàâíèíè ñïðÿìî AB, ñëåäâà ÷å ]ATB = 180−2γ. Êàòî èçïîëçâàìå è, ÷å ïðàâèòå
XY è AB ñà óñïîðåäíè, ïîëó÷àâàìå ]XTA = ]TAB = ]BTY = (180− (180− 2γ))/2 = γ.
Íî ]ABT = ]BTY = ]TAB (êðúñòíè úãëè çà óñïîðåäíè ïðàâè) è çíà÷è OT å ñèìåòðàëà-

òà íà AB (òîçè èçâîä ìîæå äà ñå íàïðàâè è ïî äðóã íà÷èí: àêî îçíà÷èì ñ O1 öåíòúðúò íà

îïèñàíàòà îêîëî 4ABO îêðúæíîñò, òî OO1 å ñèìåòðàëà çà AB è ñëåäîâàòåëíî OO1 ⊥ XY .
Íî O1T ⊥ XY è çíà÷è T ∈ OO1).

Îò äîïóñêàíåòî, ÷å AC > BC, ñëåäâà ÷åX,F ñà â åäíàòà ïîëóðàâíèíà ñïðÿìî OT , à C, Y � â

äðóãàòà. Ùå äîêàæåì, ÷å OT å úãëîïîëîâÿùàòà çà ]FTC. Íàèñòèíà, ]BTY = γ = ]XCB,
ñëåäîâàòåëíî XTBC � âïèñàí è ]BCT = ]BXT , à ]CXB = ]CTB. Àíàëîãè÷íî, ATY C
� âïèñàí è ]BCT = ]Y AT . Ñëåäîâàòåëíî, AFTX � âïèñàí è ]ATF = ]AXF = ]CTB,
ò.å., ]FTO = ]OTC = ]FTC/2.
Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å ]ACF = ]BCT è çíà÷è, úãëîïîëîâÿùàòà íà ]TCF ñúâïàäà ñ úãëîïî-

ëîâÿùàòà íà ]BCA. Òîãàâà, öåíòúðúò íà âïèñàíàòà â4TCF îêðúæíîñò å ïðåñå÷íàòà òî÷êà

íà ñèìåòðàëàòà íà AB ñ úãëîïîëîâÿùàòà íà ]ACB, êîåòî å ñðåäàòà íà äúãàòà AB, íåñúäúð-
æàùà C â îïèñàíàòà îêîëî 4ABC îêðúæíîñò. Ñ òîâà çàäà÷àòà ùå áúäå ðåøåíà. Çà ïîñëåä-

íàòà ñòúïêà, èçïîëçâàìå, ÷å ïîðàäè âïèñàíîñòòà íà AFTX, ]AFX = ]ATX = γ è ÷åòèðè-
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úãúëíèêúò AFBC ñúùî å âïèñàí. Ñëåäîâàòåëíî, ]ACF = 180−]AXF−]AFX−]CFA =
180− ]CTB − ]ABT − ]CBA = ]BCT . Ñ òîâà çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å úãëîïîëîâÿùàòà íà ]FTC å ñèìåòðàëàòà íà

AB, 3 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å úãëîïîëîâÿùàòà íà ]TCF å úãëîïîëîâÿùàòà íà ]BCA è 1 ò.

çà íàáëþäåíèåòî, ÷å äâåòå ñå ïðåñè÷àò âúðõó îïèñàíàòà îêîëî 4ABC îêðúæíîñò. ×àñòè÷åí

êðåäèò îò 1 ò. ïðè íåðåøåíà çàäà÷à, àêî å èçêàçàíà õèïîòåçàòà, ÷å öåíòúðúò íà âïèñàíàòà â

òðèúãúëíèê FCT îêðúæíîñò å ñðåäàòà íà äúãàòà AB, íåñúäúðæàùà C, îò îïèñàíàòà îêîëî
4ABC îêðúæíîñò.

Çàäà÷à 9.3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, çà êîèòî óðàâíåíèåòî 12x2 − y2 =
2019n èìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð � âñè÷êè íå÷åòíè n. Ïðè n = 1 èìàìå ðåøåíèåòî (x, y) = (13, 3). Òîãàâà
çà âñÿêî íå÷åòíî n = 2k + 1 å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
12(13 · 2019k)2 − (3 · 2019k)2 = 20192k+1, ò.å. (x, y) = (13 · 2019k, 3 · 2019k) å ðåøåíèå.
Àêî n å ÷åòíî, òî 2019n å íå÷åòåí òî÷åí êâàäðàò, ò.å. 2019n ≡ 1 (mod 4). Îñâåí òîâà y å

íå÷åòíî, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å 12x2 − y2 ≡ 0− 1 = −1 (mod 4),
ïðîòèâîðå÷èå.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà íàìèðàíå íà ðåøåíèå ïðè n = 1, 3 ò. çà êîíñòðóèðàíå íà

ðåøåíèÿ ïðè íå÷åòíî n, 3 ò. çà äîêàçâàíå íà íåñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå ïðè ÷åòíî n.

Çàäà÷à 9.4. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, çà êîèòî êëåòêèòå íà êâàäðàòíà

2n× 2n òàáëèöà ìîãàò äà ñå îöâåòÿò â ÷åòèðè öâÿòà � áÿë, çåëåí, ÷åðâåí è ñèí, òàêà ÷å:

(1) çà âñÿêà áÿëà (çåëåíà) êëåòêà ñèìåòðè÷íàòà �è îòíîñíî öåíòúðà íà òàáëèöàòà êëåòêà å

çåëåíà (áÿëà);

(2) çà âñÿêà ñèíÿ (÷åðâåíà) êëåòêà ñèìåòðè÷íàòà �è îòíîñíî öåíòúðà íà òàáëèöàòà êëåòêà å

÷åðâåíà (ñèíÿ);

(3) âúâ âñåêè ðåä (ñòúëá) áðîÿò íà ÷åðâåíèòå êëåòêè å ðàâåí íà áðîÿ íà ñèíèòå, à áðîÿò

íà áåëèòå êëåòêè å ðàâåí íà áðîÿ íà çåëåíèòå, êàòî ïúðâèÿò áðîé å äâà ïúòè ïî-ãîëÿì îò

âòîðèÿ.

Ðåøåíèå. Îòãîâîð: n êðàòíî íà 6. Î÷åâèäíî å íåîáõîäèìî 3|n, çà äà ìîæå áðîÿò êëåòêè

âúâ âñåêè ðåä (ñòúëá) äà ñå äåëè íà øåñò.

Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà íå÷åòíî n, ðåøåíèå íà çàäà÷àòà, è äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíî

îöâåòÿâàíå íà òàáëèöàòà, êîåòî èçïúëíÿâà óñëîâèåòî. Âúâ âñÿêà êëåòêà, îöâåòåíà â áÿëî èëè

ñèíüî çàïèñâàìå +1, à âúâ âñÿêà êëåòêà, îöâåòåíà â çåëåíî èëè ÷åðâåíî çàïèñâàìå −1. ×ðåç
õîðèçîíòàëàòà è âåðòèêàëàòà, ìèíàâàùè ïðåç öåíòúðà íà òàáëèöàòà ÿ ðàçáèâàìå íà ÷åòèðè

åäíàêâè n × n êâàäðàíòà è îçíà÷àâàìå ñóìèòå îò ÷èñëàòà âúâ âñåêè îò òÿõ ñ S1, S2, S3, S4
(ïðèäúðæàìå ñå êúì ñòàíäàðòíîòî íîìåðèðàíå íà êâàäðàíòèòå â ðàâíèíàòà). Òúé êàòî S1
è S3 ñà öåíòðàëíî-ñèìåòðè÷íè, òî S1 + S3 = 0, ñúãëàñíî (1) è (2). Òúé êàòî îáåäèíåíèåòî

íà ïúðâè è âòîðè êâàäðàíò å îáåäèíåíèå íà ãîðíèòå n ðåäà îò òàáëèöàòà, òî S1 + S2 = 0,
ñúãëàñíî (3). Àíàëîãè÷íî, îáåäèíåíèåòî íà ïúðâè è ÷åòâúðòè êâàäðàíò å îáåäèíåíèå íà

äåñíèòå n ñòúëáà îò òàáëèöàòà è çíà÷è S1 + S4 = 0. Ñúáèðàéêè ãîðíèòå òðè ðàâåíñòâà è

èçâàæäàéêè S1 + S2 + S3 + S4 = 0, ïîëó÷àâàìå 2S1 = 0, ò.å. S1 = 0. Íî â ïúðâè êâàäðàíò

5



èìàìå n2 íà áðîé êëåòêè, êîåòî å íå÷åòíî ÷èñëî ñïîðåä äîïóñêàíåòî, à òîâà îçíà÷àâà, ÷å

ñóìàòà S1 òðÿáâà äà å íå÷åòíà, mðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî 6|n.
Ùå ïîêàæåì, ÷å çà âñÿêà 12n1×12n1, n1 ∈ N, òàáëèöà ñúùåñòâóâà îöâåòÿâàíå, èçïúëíÿâàùî
óñëîâèÿòà â çàäà÷àòà. Äà �êîäèðàìå� öâåòîâåòå òàêà: 1 � ñèíÿ êëåòêà; 2 � ÷åðâåíà êëåòêà;

3 � áÿëà êëåòêà; 4 � çåëåíà êëåòêà. Ïðè n1 = 1 äîëíàòà êîíôèãóðàöèÿ èçïúëíÿâà âñè÷êè

óñëîâèÿ. Ïðè n1 > 1, ðàçáèâàìå òàáëèöàòà íà n1×n1 òàáëèöè ñ ðàçìåðè 12×12 è íåêà âñÿêà
îò òÿõ å êîïèå íà äîëíàòà òàáëèöà. Äà íîìåðèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå

íà òàáëèöàòà ñ ÷èñëàòà îò 1 äî 12n1. Ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî (i, j) çà êëåòêàòà â ðåä i è
ñòúëá j. Äèðåêòíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å öåíòðàëíî ñèìåòðè÷íàòà êëåòêà íà (i, j) å (12n1 + 1−
i, 12n1 + 1− j), à ïîðàäè êîïèðàíåòî íà åäíà è ñúùà 12× 12 òàáëèöà, (i, j) å â ñúùèÿ öâÿò,
êàêòî è (12+ i, j) è (i, 12+ j). Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíè i, j è íåêà i = 12i1+r, j = 12j1+s,
êúäåòî 1 ≤ r, s ≤ 12, à 0 ≤ i1, j1 ≤ n1 − 1. Òîãàâà êëåòêàòà (i, j) å â öâåòà íà êëåòêàòà (r, s),
a êëåòêàòà (12n1 + 1− i, 12n1 + 1− j) = (12(n1 − i1 − 1) + 13− r, 12(n1 − j1 − 1) + 13− s) å â
öâåòà íà êëåòêàòà (13− r, 13−s). Íî (r, s) è (13− r, 13−s) ñà öåíòðàëíî-ñèìåòðè÷íè êëåòêè
â 12 × 12 òàáëèöà, èçïúëíÿâàùà óñëîâèåòî. Ñëåäîâàòåëíî ñà �äîáðå� îöâåòåíè è çíà÷è, (1)

è (2) ñà â ñèëà. Îñòàâà äà ñå ñúîáðàçè, ÷å (3) ñúùî ñå çàïàçâà, çàùîòî âñåêè ðåä (ñòúëá) íà

ãîëÿìàòà òàáëèöà å ñúñòàâåí îò n1 êîïèÿ íà ðåä (ñòúëá) îò ìàëêàòà òàáëèöà. Òàêà, çà âñÿêî
n = 6n1, êîíñòðóèðàõìå îöâåòÿâàíå, èçïúëíÿâàùî óñëîâèÿòà. Ñ òîâà çàäà÷àòà å ðåøåíà.

1 2 3 1 2 3 1 2 4 1 2 4

2 3 1 2 3 1 2 4 1 2 4 1

3 1 2 3 1 2 4 1 2 4 1 2

1 2 4 1 2 4 1 2 3 1 2 3

2 4 1 2 4 1 2 3 1 2 3 1

4 1 2 4 1 2 3 1 2 3 1 2

1 2 4 1 2 4 1 2 3 1 2 3

2 4 1 2 4 1 2 3 1 2 3 1

4 1 2 4 1 2 3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 4 1 2 4

2 3 1 2 3 1 2 4 1 2 4 1

3 1 2 3 1 2 4 1 2 4 1 2

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å íå÷åòíè n íå äàâàò ðåøåíèå, 2 ò. çà ïðèìåð

çà 12× 12 òàáëèöà ñ èñêàíèòå ñâîéñòâà, 2 ò. çà îáîáùàâàíåòî íà ïðèìåðà çà âñÿêî n, êðàòíî
íà 6.

Çàäà÷à 10.1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà êîèòî óðàâíå-
íèåòî

2x2 − ax = 4− 2x
√
x2 − ax

èìà åäèíñòâåí ðåàëåí êîðåí.

Ðåøåíèå. Äà çàïèøåì óðàâíåíèåòî âúâ âèäà
(
x+
√
x2 − ax

)2
= 4.
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Àêî x+
√
x2 − ax = 2, òî x2− ax = (2−x)2 ïðè 2−x ≥ 0, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå (ïðè a 6= 4)

ðåøåíèåòî x1 = 4/(4− a) ≤ 2. Ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî a ∈ (−∞, 2] ∪ (4,+∞).
Àêî x+

√
x2 − ax = −2, òî x2−ax = (2+x)2 ïðè 2+x ≤ 0, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå (ïðè a 6= −4)

ðåøåíèåòî x2 = −4/(4 + a) ≤ −2. Ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî a ∈ (−4,−2].
Îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å åäèíñòâåíî ðåøåíèå èìàìå òî÷íî êîãàòî a ∈ (−∞,−4] ∪ (−2, 2] ∪
(4,+∞).

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà îòäåëÿíåòî íà òî÷åí êâàäðàò, ïî 2 ò. çà âñåêè îò äâàòà ñëó÷àÿ,

2 ò. çà çàêëþ÷åíèåòî.

Çàäà÷à 10.2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC ñ öåíòúð íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò I è ñðåäè íà

ñòðàíèòå AB, BC è CA ñúîòâåòíî C0, A0 è B0. Ïðàâàòà C0I ïðåñè÷à A0B0 â òî÷êà C1.

Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðàò è òî÷êèòå A1 è B1. Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) ïðàâèòå AA1, BB1 è CC1 ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà;

á) ïåðïåíäèêóëÿðèòå îò A1, B1 è C1 ñúîòâåòíî êúì BC, CA è AB ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà.

Ðåøåíèå. Ùå èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ â 4ABC.
à) Òúé êàòî A0C0 å ñðåäíà îòñå÷êà â 4ABC, îòñå÷êàòà ïðåç I, êîÿòî å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà
AC è íà A0C0, èìà äúëæèíà hb/2. Òîãàâà âèñî÷èíàòà îò I â4A0C0I å hb/2−r. Èçïîëçâàéêè
òîçè ôàêò è àíàëîãà ìó â 4B0C0I, ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

A0C1

B0C1
=
SA0C0C1

SB0C0C1

=
SA0C0I

SB0C0I
=

(hb/2− r)b/2
(ha/2− r)a/2

=
b(S/b− S/p)
a(S/a− S/p)

=
p− b
p− a

=
BC2

AC2
,

êúäåòî C2 å äîïèðíàòà òî÷êà íà âïèñàíàòà â 4ABC îêðúæíîñò äî ñòðàíàòà AB. Ñëåäîâà-
òåëíî CC1 ìèíàâà ïðåç C2.

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å AA1 è BB1 ìèíàâàò ïðåç ñúîòâåòíèòå äîïèðíè òî÷êè è ñà â ñèëà

ñúîòâåòíèòå ïðîïîðöèè. Ñåãà èñêàíîòî ñëåäâà îò òåîðåìàòà íà ×åâà.

á) Îò äîêàçàíîòî ïî-ãîðå ðàâåíñòâî A0C1
B0C1

= p−b
p−a ñëåäâà, ÷å C1 å äîïèðíàòà òî÷êà íà âúíø-

íîâïèñàíàòà çà4A0B0C0 îêðúæíîñò îòêúì A0B0. Àíàëîãè÷íè ôàêòè ñà â ñèëà è çà òî÷êèòå

A1 è B1. Ñåãà èñêàíîòî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å C1A
2
0 + B1C

2
0 + A1B

2
0 = C1B

2
0 + B1A

2
0 + A1C

2
0

(òåîðåìà íà Êàðíî).

Çàáåëåæêà. Òâúðäåíèåòî íà ïîäòî÷êà à) å â ñèëà çà ïðîèçâîëíà òî÷êà I è ñå äîêàçâà ëåñíî

ñ òåîðåìà íà ×åâà çà A0B0C0, ïðåíàñÿíå íà ïîëó÷åíîòî â 4ABC ÷ðåç òåîðåìà íà Òàëåñ è

íàêðàÿ òåîðåìà íà ×åâà çà 4ABC.
Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà à) (2 ò. çà äîêàçâàíå íà A0C1

B0C1
= p−b

p−a , 1 ò. çà äîâúðøâàíå); 4

ò. çà á) (2 ò. çà îïðåäåëÿíå íà C1 êàòî äîïèðíàòà òî÷êà íà âúíøíîâïèñàíàòà çà 4A0B0C0

îêðúæíîñò, 2 ò. çà ïðèëàãàíå íà òåîðåìàòà íà Êàðíî).

Çàäà÷à 10.3. Íåêà n å ÷åòíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Â íÿêîè îò êëåòêèòå íà òàáëèöà n × n ñà

ïîñòàâåíè ïóëîâå (íå ïîâå÷å îò åäèí ïóë â êëåòêà). Èçâåñòíî å, ÷å âúâ âñåêè ðåä, âúâ âñåêè

ñòúëá è âúâ âñåêè äèàãîíàë (úãëîâèòå êëåòêè ñúùî ñà äèàãîíàëè) íà òàáëèöàòà èìà ÷åòåí

áðîé ïóëîâå. Äà ñå íàìåðè ìàêñèìàëíèÿò âúçìîæåí áðîé ïóëîâå.

Ðåøåíèå. Òàáëèöàòà èìà 2n äèàãîíàëà ñ íå÷åòåí áðîé êëåòêè. Òúé êàòî âúâ âñåêè òàêúâ

äèàãîíàë òðÿáâà äà èìà ïîíå ïî åäíà ïðàçíà (ò.å. áåç ïóë) êëåòêà è íèêîè äâà îò òÿõ
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íÿìàò îáùè êëåòêè, áðîÿò íà ïðàçíèòå êëåòêè å ïîíå 2n. Ñëåäîâàòåëíî áîÿò íà ïóëîâåòå

íå íàäìèíàâà n2 − 2n.
Òàáëèöà, â êîÿòî èìà ïóëîâå âúâ âñè÷êè êëåòêè èçâúí äâàòà ãîëåìè äèàãîíàëà èìà èñêàíîòî

ñâîéñòâî è â íåÿ èìà òî÷íî n2 − 2n ïóëà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 5 ò. çà îöåíêàòà (1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà äèàãîíàëè ñ íå÷åòåí áðîé

ïóëîâå, 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà âñè÷êè òàêèâà äèàãîíàëè, 1 ò. çà ñúîáðàæåíèåòî, ÷å íèêîè

äâà îò òÿõ íà ñå ïðåñè÷àò, 1 ò. çà ïðåáðîÿâàíåòî èì, 1 ò. çà çàêëþ÷åíèåòî, ÷å áðîÿò íà

ïóëîâåòå íå íàäìèíàâà n2 − 2n), 2 ò. çà êîíñòðóêöèÿòà.

Çàäà÷à 10.4. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïîëèíîìè f(x) ñ öåëè íåîòðèöàòåëíè êîåôèöèåíòè, çà

êîèòî f(1) = 9, f(2) = 218 è f(3) = 2019.

Ðåøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Íåêà f(x) = akx
k + · · · + a1x + a0, êúäåòî a0, a1, . . . , ak ñà öåëè

íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà. Îò äàäåíèòå ðàâåíñòâà ñëåäâà ñúîòâåòíî, ÷å 0 ≤ a0 ≤ 9, a0 å ÷åòíî è
ñå äåëè íà 3. Ñëåäîâàòåëíî a0 = 0 èëè a0 = 6.
Äà äîïóñíåì, ÷å a0 = 6. Òîãàâà f(x)−6 = xf1(x), êúäåòî çà ïîëèíîìà f1(x) èìàìå f1(1) = 3,
f1(2) = 106 è f1(3) = 671. Îòòóê çà ÷èñëîòî a1 = f1(0) ñëåäâà, ÷å 0 ≤ a1 ≤ 3, a1 å ÷åòíî

è a1 ≡ 671 ≡ 2 (mod 3), ò.å. a1 = 2. Ñåãà f1(x) − 2 = xf2(x), êúäåòî f2(1) = 1, f2(2) = 52
è f2(3) = 223. Îò òåçè ðàâåíñòâà çà a2 = f2(0) ñëåäâà, ÷å 0 ≤ a2 ≤ 1, a2 å ÷åòíî è a2 ≡ 1
(mod 3), êîåòî å íåâúçìîæíî åäíîâðåìåííî.
Ñëåäîâàòåëíî a0 = 0 è f(x) = xg(x), êàòî g(1) = 9, g(2) = 109 è g(3) = 673. Çà a1 = g(0)
èìàìå 0 ≤ a1 ≤ 9, a1 å íå÷åòíî è a1 ≡ 1 (mod 3). Òîãàâà a1 = 1 èëè a1 = 7. Àêî a1 = 7,
îò g(x) − 7 = xg1(x) çà a2 = g1(0) èìàìå, ÷å 0 ≤ a2 ≤ 2, a2 å íå÷åòíî è a2 ≡ 0 (mod 3),
êîåòî âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî a1 = 1. Ñåãà îò g(x) − 1 = xh(x) ïîëó÷àâàìå
h(1) = 8, h(2) = 54 è h(3) = 224. Çà a2 = h(0) çàêëþ÷àâàìå, ÷å 0 ≤ a2 ≤ 8, a2 å ÷åòíî è

a2 ≡ 2 (mod 3), ò.å. a2 = 2 èëè a2 = 8. Ïîñëåäíîòî âîäè äî h(x) = 8, êîåòî î÷åâèäíî íå äàâà
ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëíî a2 = 2.
Íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà îò h(x) − 2 = xh1(x) ïîëó÷àâàìå h1(1) = 6, h1(2) = 26, h1(3) = 74
è çà a3 = h1(0) èìàìå 0 ≤ a3 ≤ 6, a3 å ÷åòíî è a3 ≡ 2 (mod 3), ò.å. a3 = 2. Ñåãà îò

h1(x)− 2 = xh2(x) äîñòèãàìå äî h2(1) = 4, h2(2) = 12 è h2(3) = 24.
Îò ðàâåíñòâîòî h2(3) = 24 ñëåäâà, ÷å h2(x) å íàé-ìíîãî îò âòîðà ñòåïåí (èíà÷å h2(3) ≥ 33 >
24). Ñëåäîâàòåëíî h2(x) = a6x

2 + a5x+ a4, îòêúäåòî ëåñíî íàìèðàìå a6 = a5 = 2 è a4 = 0.
Îêîí÷àòåëíî

f(x) = 2x6 + 2x5 + 2x3 + 2x2 + x

å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå.

Âòîðè íà÷èí. Äà äîïóñíåì, ÷å f(x) èìà êîåôèöèåíò a`, ïî-ãîëÿì èëè ðàâåí íà 3. Òîãàâà

ïîëèíîìúò g(x) = f(x) − 3x` + x`+1 îòíîâî å ñ öåëè íåîòðèöàòåëíè êîåôèöèåíòè, g(3) =
f(3) = 2019, íî g(1) = 7 < 9. Ïðîäúëæàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí, ùå äîñòèãíåì äî ïîëèíîì

h(x) ñ êîåôèöèåíòè èçìåæäó 0, 1 è 2, çà êîéòî h(3) = 2019 è h(1) < 9. Íî òîãàâà ðàâåíñòâîòî
h(3) = 2019 âñúùíîñò å òðîè÷íèÿò çàïèñ íà 2019, êîéòî å åäèíñòâåí è çíà÷è h(x) = 2x6 +
2x5 + 2x3 + 2x2 + x. Òúé êàòî h(1) = 9, òîâà å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî êîåôèöèåíòèòå
íà f(x) ñà èçìåæäó 0, 1 è 2 è âñúùíîñò f(x) = 2x6 + 2x5 + 2x3 + 2x2 + x, êàòî ïðè òîâà

f(2) = 218.

8



Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) Ïúðâè íà÷èí: 1 ò. çà èäåÿ äà ñå ðàçãëåæäà ñâîáîäíèÿ êîåôèöèåíò,

ïî 1 ò. çà íàìèðàíå íà a0, a1, a2, a3, 2 ò. çà äîâúðøâàíå. Âòîðè íà÷èí: 1 ò. çà èäåÿ äà ñå

ðàçãëåæäàò êîåôèöèåíòèòå, ïî-ãîëåìè îò 2, 2 ò. çà ïðåìèíàâàíå êúì g(x), 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå
íà ïðîòèâîðå÷èå, 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 11.1. Äàäåíà å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ïúðâè ÷ëåí a1 > 0 è ðàçëèêà d. Äà ñå

äîêàæå, ÷å:

à) àêî d = 2a1, òî çà âñÿêî n > 1 ÷èñëàòà a1, an è a(n−1)2+n2 îáðàçóâàò ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ

â òîçè ðåä;

á) àêî
d

a1
å åñòåñòâåíî ÷èñëî è a1, an è am çà n > 1 îáðàçóâàò ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ â òîçè

ðåä, òî 1 +
d

a1
(m− 1) å òî÷åí êâàäðàò.

Ðåøåíèå. Àêî a1, an è am îáðàçóâàò ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ, òî a2n = a1.am, îòêúäåòî:

(1) (a1 + (n− 1)d)2 = a1(a1 + (m− 1)d) ⇐⇒ d

a1
=
m− 1− 2(n− 1)

(n− 1)2
.

à) Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å (1) å èçïúëíåíî ïðè
d

a1
= 2 è m = (n− 1)2 + n2.

á) Àêî
d

a1
= t è n − 1 = x, òî (1) å åêâèâàëåíòíî íà tx2 + 2x − (m − 1) = 0. Òúé êàòî x å

åñòåñòâåíî ÷èñëî, òî D1 = 1 + t(m− 1) å òî÷åí êâàäðàò.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) à) 1 ò. çà a2n = a1.am; 2 ò. çà ïðîâåðêà, ÷å òîâà ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî

ïðè
d

a1
= 2 è m = (n − 1)2 + n2; á) 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà tx2 + 2x − (m − 1) = 0 èëè

åêâèâàëåíòíî íà íåãà êâàäðàòíî óðàâíåíèå; 2 ò. çà íàáëþäåíèåòî, ÷å äèñêðèìèíàíòàòà å

òî÷åí êâàäðàò.

Çàäà÷à 11.2. Äà ñå íàìåðÿò úãëèòå α, β è γ íà îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC, àêî:

sin γ + cosβ =

√
3 +
√
2

2
è cos γ + sinβ =

√
2 + 1

2
.

Ðåøåíèå. Ïîâäèãàìå íà âòîðà ñòåïåí äâåòå ðàâåíñòâà è ãè ñúáèðàìå:

(sin γ + cosβ)2 + (cos γ + sinβ)2 = 2 +

√
6 +
√
2

2
⇐⇒ sin γ cosβ + cos γ sinβ =

√
6 +
√
2

4
.

Òúé êàòî sinα = sin(γ + β) = sin γ cosβ + cos γ sinβ =

√
6 +
√
2

4
= sin 75◦, òî α = 75◦ èëè

α = 105◦. Òúé êàòî ABC å îñòðîúãúëåí, òî α = 75◦.
Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å γ = 60◦ è β = 45◦ óäîâëåòâîðÿâàò äâåòå ðàâåíñòâà îò óñëîâèåòî.

Àêî γ > 60◦, òî β < 45◦, òî sin γ >

√
3

2
è cosβ >

√
2

2
è ñëåäîâàòåëíî ïúðâîòî ðàâåíñòâî íå

å âÿðíî. Àíàëîãè÷íî ñå ðàçãëåæäà è ñëó÷àÿ γ < 60◦ è β > 45◦.
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Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. çà íàìèðàíå íà α = 75◦; 2 ò. çà ïîñî÷âàíå íà ðåøåíèåòî; 2 ò. çà
äîêàçâàíå, ÷å òî å åäèíñòâåíî.

Çàäà÷à 11.3. Íà äúñêàòà å çàïèñàíà äâîéêàòà îò ðåàëíè ÷èñëà (a, b). Çà åäèí õîä äâîéêàòà
ñå èçòðèâà è íà íåéíî ìÿñòî ñå çàïèñâà íÿêîÿ îò äâîéêèòå (a+ b, b), (a− b, b), (a, b+ a) èëè
(a, b − a). Äâîéêàòà (a, b) îò ðàçëè÷íè ðåàëíè ÷èñëà ñå íàðè÷à äîáðà, àêî ñëåä êðàåí áðîé

õîäîâå ìîæåì äà ïîëó÷èì äâîéêà, åäíîòî îò ÷èñëàòà â êîÿòî å ðàâíî íà íóëà.

Íåêà p1, p2, . . . , p2019 ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà. Ìíîæåñòâîòî M ñå ñúñòoè îò

âñè÷êè ÷èñëà îò âèäà
√
n, êúäåòî n > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî, âñè÷êè ïðîñòè äåëèòåëè íà

êîåòî ñà èçìåæäó ÷èñëàòà p1, p2, . . . , p2019. Êîëêî íàé-ìíîãî ðàçëè÷íè ÷èñëà ìîãàò äà ñå

èçáåðàò îò M òàêà, ÷å íèêîè äâå ÷èñëà îò èçáðàíèòå íå îáðàçóâàò äîáðà äâîéêà?

Ðåøåíèå. Ùå äîêàæåì, ÷å äâîéêàòà (a, b) å äîáðà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
a

b
å ðàöèîíàë-

íî ÷èñëî. Àêî
a

b
å èðàöèîíàëíî ÷èñëî, òî

a± b
b

è
a

b± a
ñà ñúùî èðàöèîíàëíè ÷èñëà. Ìîæåì

äà ïîëó÷èì íóëà ñàìî îò äâîéêà (a, a) èëè (a,−a), ïðè êîèòî òîâà îòíîøåíèå å ðàöèîíàëíî
÷èñëî.

Àêî
a

b
=
p

q
, òî a = αp è b = αq. Êàòî ïðèëîæèì àëãîðèòúìà íà Åâêëèä êúì ÷èñëàòà p è q

ùå ïîëó÷èì ÷èñëî, ðàâíî íà íóëà.

Çà äà íÿìà äâå ÷èñëà ñ îòíîøåíèå ðàöèîíàëíî ÷èñëî, ìîæåì äà èçáåðåì âñè÷êè êâàäðàòíè

êîðåíè îò ïðîèçâåäåíèÿ íà ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà îò äàäåíèòå. Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèÿò

áðîé å 22019.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 4 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å åäíà äâîéêà (a, b) å äîáðà òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî
a

b
å ðàöèîíàëíî ÷èñëî; 3 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà îòãîâîðà.

Çàäà÷à 11.4. ×åòèðèúãúëíèê ABCD å âïèñàí â îêðúæíîñò k ñ öåíòúð O, êàòî òî÷êàòà

O å âúòðåøíà çà ÷åòèðèúãúëíèêà. Èçâåñòíî å, ÷å ïðîèçâåäåíèåòî îò ðàçñòîÿíèÿòà îò O
äî ñòðàíèòå AB è CD å ðàâíî íà ïðîèçâåäåíèåòî îò ðàçñòîÿíèÿòà îò O äî ñòðàíèòå AD
è BC. Äîïèðàòåëíèòå êúì k â òî÷êèòå B è D ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà P . Äà ñå äîêàæå, ÷å

ðàçñòîÿíèåòî îò P äî ïðàâàòà AC å äâà ïúòè ïî-ãîëÿìî îò ðàçñòîÿíèåòî îò O äî ñúùàòà

ïðàâà.

Ðåøåíèå. Íåêà A1 è C1 ñà äèàìåòðàëíî ïðîòèâîïîëîæíè ñúîòâåòíî íà òî÷êèòå A è C. Òîãàâà
BA1.DC1 = BC1.DA1 (BA1 å äâà ïúòè ïî-ãîëÿìî îò ðàçñòîÿíèåòî îò O äî AB è àíàëîãè÷íî

çà îñòàíàëèòå îòñå÷êè).

Íåêà P1 å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà äîïèðàòåëíàòà êúì k â òî÷êàD è ïðàâàòà A1C1. Îò ïîäîáèåòî

íà 4A1P1D è 4DP1C1 ïîëó÷àâàìå:

(1)
P1A1

P1D
=
A1D

C1D
.

Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò è çàìåñòâàíå P1D
2 = P1A1 = P1C1, ïîëó÷àâàìå:

P1A1

P1C1
=

(
A1D

C1D

)2

.
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Àíàëîãè÷íî, àêî P2 å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà äîïèðàòåëíàòà êúì k â òî÷êà B è ïðàâàòà A1C1,

òî
P2A1

P2C1
=

(
A1B

C1B

)2

.

Îò (1) ñëåäâà, ÷å P1 ≡ P2 ≡ P . Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ïðàâîúãúëíèêà AC1A1C.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà òî÷êèòå A1 è C1 è äîêàçâàíå íà ðàâåíñòâîòî

BA1.DC1 = BC1.DA1; 3 ò. çà äîêàçâàíå íà P1 ≡ P2 ≡ P ; 2 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 12.1. Äàäåíà å ðåäèöàòà {an}∞n=1, çà êîÿòî:

a1 =
4

3
, an+1 = a2n − 2an + 2.

Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà {bk}∞k=1 ñ îáù ÷ëåí bk =
∏k

i=1 ai å ñõîäÿùà è äà ñå íàìåðè íåéíàòà
ãðàíèöà ïðè k →∞.

Ðåøåíèå. Äà çàáåëåæèì, ÷å îò âòîðîòî ðàâåíñòâî çà an èìàìå, ÷å:

an+1 − 1 = a2n − 2an + 1 = (an − 1)2.

Îòòóê ñ èíäóêöèÿ ïî n ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî n ≥ 1:

an − 1 = (a1 − 1)2
n−1

=
1

32n−1 .

Ñëåäîâàòåëíî an = 1 + 1

32
n−1 . Òîâà ïîêàçâà, ÷å:

bk =
k∏

i=1

(
1 +

1

32i−1

)
.

Äà óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà òîâà ðàâåíñòâî ñ 1 − 1
3 = 1 − 1

32
0 . Òîãàâà ñ èíäóêöèÿ ïî k

ïîëó÷àâàìå, ÷å: (
1− 1

3

)
bk =

(
1− 1

320

) k∏
i=1

(
1 +

1

32i−1

)
= 1− 1

32k
.

ßñíî å, ÷å êîãàòî k ðàñòå íåîãðàíè÷åíî 32
k
ðàñòå íåîãðàíè÷åíî è êëîíè êúì +∞. Ñëåäîâà-

òåëíî:

1− 1

32k
→k→∞ 1− 0 = 1.

Îòòóê ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà 2
3bk å ñõîäÿùà è êëîíè êúì 1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å {bk}∞k=1 å

ñõîäÿùà è íåéíàòà ãðàíèöà å 3
2 .

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 3 ò. � çà íàìèðàíåòî íà ÿâíèÿ âèä íà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäèöàòà

{an}∞n=1; 3 ò. � çà íàìèðàíåòî íà ÿâíèÿ âèä íà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäèöàòà {bn}∞k=1. 1 ò. � çà

äîâúðøâàíå.
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A(−1, 1)

C
(
x
2 ,−

2
x

)
D

(
x,− 2

x

)

Y (x, 1)

B
(
x, 1

x

)

X

O

1 + x

x
2

lA

lC

lB

T (x)

Ôèãóðà 1:

Çàäà÷à 12.2. Çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî x > 0 äåôèíèðàìå òðèúãúëíèêà T (x) = ABC, ÷èèòî
âúðõîâå èìàò êîîðäèíàòè A = (−1, 1), B = (x, 1x) è C = (x2 ,−

2
x) â ïðàâîúãúëíà êîîðäèíàòíà

ñèñòåìà. Èçìåæäó âñè÷êè òðèúãúëíèöè T (x), x > 0, äà ñå íàìåðÿò òåçè, êîèòî èìàò íàé-

ìàëêî ëèöå.

Ðåøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Äà ôèêñèðàìå x è äà ðàçãëåäàìå òðèúãúëíèêà ABC = T (x). Ùå

èçðàçèì íåãîâîòî ëèöå êàòî ôóíêöèÿ íà x.
Íåêà lC è lA ñà ïðàâèòå ïðåç C è A, óïñîðåäíè íà àáñöèñàòà. Íåêà lB å ïðàâàòà ïðåç B,
óñïîðåäíà íà îðäèíàòàòà. Íåêà X = CA∩ lB, Y = lA∩ lB è D = lC∩ lB, âæ. ôèã. 1. Äèðåêòíî
ïðåñìÿòàìå, ÷å:

|AY | = 1 + x, |CD| = x

2
, |DY | = 1 +

2

x
è |BD| = 3

x
. (1)

Òîãàâà å ÿñíî, ÷å |AY | = 1+ x > x
2 = |CD|. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å X ñúùåñòâóâà è C ñå íàìèðà

íà îòñå÷êàòà AX, îòêúäåòî X å â ÷åòâúðòè êâàäðàíò. Ñåãà ìîæå äà èçðàçèì ëèöåòî íà ABC
÷ðåç ëèöåòî íà AXB êàêòî ñëåäâà:

SABC =
|CA|
|AX|

SAXB =

(
1− |CD|
|AY |

)
SAXB,

çàùîòî ïî Òåîðåìàòà íà Òàëåñ |CA|
|AX| = 1 − |CX|

|AX| = 1 − |CD|
|AY | . Ñåãà ëèöåòî íà AXB å SAXB =
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|AY |.|BX|
2 .

SABC =
(|AY | − |CD|)

|AY |
|AY |.|BX|

2
= (|AY | − |CD|) |BD|+ |XD|

2
.

Îñòàíà äà îò÷åòåì, ÷å |XD| = |CD| |XY |
|AY | = |CD|

|XD|+|DY |
|AY | , êúäåòî èçïîëçâàõìå, ÷å AXY ∼

CXD. Îòòóê íàìèðàìå, ÷å |XD| = |CD|.|DY |
|AY |−|CD| . Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå:

SABC =
|AY | − |CD|

2

(
|BD|+ |CD|.|DY |

|AY | − |CD|

)
=
|BD|(|AY | − |CD|)

2
+
|CD|.|DY |

2
.

Ñåãà çàìåñòâàìå äúëæèíèòå íà îòñå÷êèòå BD, CD, AY è DY îò 1, çà äà çàêëþ÷èì, ÷å:

SABC =
3

x

1 + x
2

2
+
x

4

(
1 +

2

x

)
=

3

2x
+

5

4
+
x

4
.

Òàêà çà âñÿêî x > 0 ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà T (x) å:

x

4
+

3

2x
+

5

4
=

(√
x

4
−
√

3

2x

)2

+

√
3

2
+

5

4
.

Òàêà íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò çà ëèöàòà íà òðèúãúëíèöèòå T (x) ñå äîñòèãà, êîãàòî√
x
4 −

√
3
2x = 0. Îòòóê x =

√
6 è ìíîæåñòâîòî îò òúðñåíèòå òðèúãúëíèöè å {T (

√
6)}.

Âòîðè íà÷èí. Íåêà òî÷êèòå B è C èìàò êîîðäèíàòè
(
x, 1x

)
è
(
x
2 ,−

2
x

)
, ñúîòâåòíî, çà íÿêîå

x > 0. Òîãàâà ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà ABC å ðàâíî (çàùî?) íà S(x) = x2+5x+6
4x = 5

4+
x
4+

6
4x ≥

5
4+2

√
x
4 ·

6
4x = 5

4+
√
6
2 . Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà, êîãàòî x = 6

x èëè çà x =
√
6. Òàêà òðèãúëíèêúò

å ñ íàé-ìàëêî ëèöå, êîãàòî òî÷êèòå B è C ñà ñ êîîðäèíàòè
(√

6,
√
6
6

)
è
(√

6
2 ,−

√
6
3

)
, ñúîòâåòíî.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 5 ò. � çà èçðàçÿâàíåòî íà ëèöåòî íà T (x) â ÿâåí âèä êàòî ôóíêöèÿ

íà x; 2 ò. � çà íàìèðàíåòî íà îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò: x =
√
6.

Çàäà÷à 12.3. Äàäåí å òåòðàåäúð ABCD. Íåêà D ñå ïðîåêòèðà â ðàâíèíàòà (ABC) â òî÷êà
H. Òî÷êèòå OA, OB, OC ñà öåíòðîâåòå íà îïèñàíèòå ñôåðè ñúîòâåòíî îêîëî HCDB, HACD,
HDAB. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñðåäèòå íà ðúáîâåòå íà ABCD ëåæàò íà åäíà ñôåðà òî÷íî êîãàòî

îáåìúò íà ABCD å äâà ïúòè ïî-ãîëÿì îò îáåìà íà HOAOBOC .

Ðåøåíèå. (1) Ñðåäèòå íà ðúáîâåòå íà äâîéêà ABCD ñðåùóïîëîæíè ðúáîâå îáðàçóâàò óñ-

ïîðåäíèê ñúñ ñòðàíè, óñïîðåäíè íà òðåòàòà äâîéêà ñðåùóïîëîæíè ðúáîâå. Òîãàâà å ÿñíî,

÷å ñðåäèòå íà ðúáîâåòå íà ABCD ëåæàò íà åäíà ñôåðà òî÷íî êîãàòî è òðèòå óñïîðåäíè-

êà ñà âñúùíîñò ïðàâîúãúëíèöè. Òîâà å åêâèâàëåíòíî íà äâîéêèòå ñðåùóïîëîæíè ðúáîâå äà

áúäàò ïåðïåíäèêóëÿðíè. Îñâåí òîâà îò Òåîðåìàòà çà òðèòå ïåðïåíäèêóëÿðà ñëåäâà, ÷å äâîé-

êèòå ñðåùóïîëîæíè ðúáîâå íà ABCD ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè òî÷íî êîãàòî H å îðòîöåíòúð

íà ABC.
(2) Âñåêè îò òðèòå öåíòúðà OA, OB è OC å ðàâíîîòäàëå÷åí îò D è H, ñëåäîâàòåëíî

(OAOBOC) å ñèìåòðàëíàòà ðàâíèíà íà DH. Îòòóê (OAOBOC)||(ABC) è ðàçñòîÿíèåòî îò H
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äî (OAOBOC) å ïîëîâèíàòà îò DH. Òîâà ïîêàçâà, ÷å îáåìúò íà HOAOBOC å ïîëîâèíàòà

îò îáåìà íà ABCD òî÷íî êîãàòî SOAOBOC
= SABC . Íåêà O

′
A, O

′
B è O′C ñà ïðîåêöèèòå íà

OA, OB è OC â ðàâíèíàòà (ABC). Òîãàâà å ÿñíî, ÷å O′A, O
′
B è O′C ñà öåíòðîâåòå íà îïèñà-

íèòå îêðúæíîñòè îêîëî HBC, HAC è HAB. Îñâåí òîâà 4OAOBOC
∼= 4O′AO′BO′C , çàùîòî

(OAOBOC)||(ABC).
(3) Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñðåäèòå M , N è P íà AH, BH è CH. Òîãàâà MN å ñðåäíà îòñå÷êà

â ABH è ñëåäîâàòåëíî å óñïîðåäíà íà AB è ðàâíà íà 1
2 |AB|. Îòòóê è ïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ

çà N è P ïîëó÷àâàìå, ÷å MNP ∼ ABC ñ êîåôèöèåíò 1
2 . Ñëåäîâàòåëíî SABC = 4SMNP .

Òúé êàòî O′BO
′
C å ñèìåòðàëà íà AH, òî M å îò ïðàâàòà O′BO

′
C è HM⊥O′BO′C . Àíàëîãè÷íî

çà N è P è O′CO
′
A è O′AO

′
B, ñúîòâåòíî.

Îò (1), (2) è (3) òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å SO′AO′BO′C
= 4SMNP òî÷íî êîãàòî H å îðòîöåíòúð

íà ABC.

1. Íåêà H å îðòîöåíòúð íà ABC. Òîãàâà ∠BHC = 180◦ −∠ABC è ïî ñèíóñîâà òåîðåìà

ðàäèóñúò íà îïèñàíàòà îêîëî BCH îêðúæíîñò å ðàâåí íà ðàäèóñà R íà îïèñàíàòà

îêîëî ABC îêðúæíîñò. Ñëåäîâàòåëíî |HO′A| = R. Àíàëîãè÷íî |HO′B| = |HO′C | = R.
Ñëåäîâàòåëíî HO′CO

′
B å ðàâíîáåäðåí è òúé êàòî HM⊥O′CO′B, òîM å ñðåäà íà O′CO

′
B.

Àíàëîãè÷íî N è P ñà ñðåäè íà O′AO
′
C è O′AO

′
B. Ñëåäîâàòåëíî 4SMNP = SO′AO′BO′C

.

2. Íåêà 4SMNP = SO′AO′BO′C
. Äà ïîëîæèì α =

|O′BM |−|O′CM |
|O′BO′C |

, β =
|O′CN |−|O′AN |
|O′CO′A|

è γ =

|O′AP |−|O′BP |
|O′AO′B |

. Èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà a = |O′BO′C |, b = |O′CO′A| è c = |O′AO′B|. Òîãàâà
îò ïåðïåíäèêóëÿðíîñòèòå MH⊥O′BO′C , NH⊥O′CO′A è PH⊥O′AO′B ïîëó÷àâàìå:

|O′BH|2 − |O′CH|2 = αa2, |O′CH|2 − |O′AH|2 = βb2, |O′AH|2 − |O′BH|2 = γc2.

Ñúáèðàéêè ïî÷ëåííî ïîëó÷àâàìå, ÷å: 0 = αa2+βb2+γc2. Îò äðóãà ñòðàíà, èçðàçÿâàéêè
SMNP ÷ðåç ëèöåòî íà O′AO

′
BO
′
C è ëèöàòà íà òðèúãúëíèöèòå O′APN , O′BMP è O′CMN ,

íàìèðàìå, ÷å îòíîøåíèåòî íà ëèöàòà SMNP
SO′

A
O′
B

O′
C

å:

1−
(
(1− β)(1 + γ)

4
+

(1− γ)(1 + α)

4
+

(1− γ)(1 + β)

4

)
=

(
1

4
− αβ − βγ − αγ

)
.

Ñåãà ùå äà äîêàæåì, ÷å αβ + βγ + γα ≤ 0 ïðè 0 = αa2 + βb2 + γc2 ñ ðàâåíñòâî òî÷íî
ïðè α = β = γ = 0.

Îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà çà a, b, c çíàåì, ÷å |a − b| < c < a + b, òîåñò a2 −
2ab+ b2 < c2 < a2 + 2ab+ b2. Ñëåäîâàòåëíî:

γa2 + 2|γ|ab+ γb2 ≥ γc2 ≥ γa2 − 2|γ|ab+ γb2

êàòî ðàâåíñòâî å âúçìîæíî ñàìî ïðè γ = 0. Êàòî çàìåñòèì â ðàâåíñòâîòî 0 = αa2 +
βb2 + γc2 ïîëó÷àâàìå:

(α+ γ)a2 − 2|γ|ab+ (β + γ)b2 ≤ 0 è (α+ γ)a2 + 2|γ|ab+ (β + γ)b2 ≥ 0.
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ßñíî å, ÷å a > 0 è b > 0. Àêî α + γ = 0 è β + γ = 0, òî íåðàâåíñòâàòà ñà èçïúëíåíè
åäèíñòâåíî ïðè γ = 0 è îòòóê α = β = 0. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ãîðíèòå òðè÷ëåíè ìîæå

äà ðàçãëåæäàìå êàòî õîìîãåííè êâàäðàòíè ôóíêöèè ñ ïàðàìåòðè α, β, γ. Òúé êàòî è

äâàòà òðè÷ëåíà èìàò åäíà è ñúùà äåòåðìèíàíòà D = 4γ2−4(α+γ)(β+γ), òî òÿ òðÿáâà
äà å íåîòðèöàòåëíà, çàùîòî èíà÷å åäíî îò äâåòå íåðàâåíñòâà íÿìà (ðåàëíè) ðåøåíèÿ.

Òîâà ïîêàçâà, ÷å γ2 ≥ αβ + αγ + βγ + γ2, îòêúäåòî 0 ≥ αβ + αγ + βγ. Ïðè òîâà àêî

èìàìå ðàâåíñòâî, òî D = 0 è ñëåäîâàòåëíî åäíî îò ãîðíèòå íåðàâåíñòâà å èçïúëíåíî

ñ ðàâåíñòâî.

Òúé êàòî SMNP = 1
4SABC òî αβ + βγ + γα = 0. Îòòóê D = 0 è ñëåäîâàòåëíî â åäíî

îò ãîðíèòå íåðàâåíñòâà èìàìå ðàâåíñòâî. Òîâà å âúçìîæíî åäèíñòâåíî ïðè γ = 0. Íî
òîãàâà αβ = 0 è αa2 + βb2 = 0 ïîêàçâàò, ÷å β = α = 0. Ñëåäîâàòåëíî, M , N è P ñà

ñðåäèòå íà O′AO
′
BO
′
C . Òîãàâà O

′
BO
′
C ‖ NP ‖ BC. Òúé êàòî AH⊥O′BO′C , òî è AH⊥BC.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å BH⊥AC è CH⊥AB, îòêúäåòî H å îðòîöåíòúð íà ABC.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. � çà (1); 1 ò. � çà (2); 1 ò. � çà (3); 1 ò. � çà äîâúðøâàíå íà

äîêàçàòåëñòâîòî â ïîñîêàòà �îò ñðåäèòå íà ðúáîâåòå íà åäíà ñôåðà êúì îòíîøåíèåòî íà

îáåìèòå�; 2 ò. � çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å 4SMNP = SO′AO′BO′C
âëå÷å, ÷å M,N è P ñà ñðåäè íà

ñòðàíèòå íà O′AO
′
BO
′
C ; 1 ò. � çà äîâúðøâàíå íà äîêàçàòåëñòâîòî â ïîñîêàòà �îò îòíîøåíèå

íà îáåìèòå êúì ñðåäèòå íà ðúáîâåòå íà åäíà ñôåðà�.

Çàäà÷à 12.4.Íåêà k å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëàX ⊆ {1, 2, . . . , 2019}
ñå íàðè÷à k-ïúëíî, àêî âñåêè k (íå çàäúëæèòåëíî ðàçëè÷íè) åëåìåíòà îò X èìàò îáù äå-

ëèòåë, ïî-ãîëÿì îò 1, íî íàé-ãîëåìèÿò îáù äåëèòåë íà åëåìåíòèòå íà X å 1. Íåêà n å

íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, çà êîåòî èìà n-ïúëíî ìíîæåñòâî.

à) Äà ñå íàìåðè n.
á) Êîëêî íàé-ìíîãî åëåìåíòà ìîæå äà èìà åäíî n-ïúëíî ìíîæåñòâî?

Ðåøåíèå. Íåêà X å ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà. Çà åëåìåíò a ∈ X ñ S(a) îçíà÷àâàìå
ìíîæåñòâîòî îò ïðîñòè äåëèòåëè íà a. Òîãàâà óñëîâèåòî íÿêîëêî ÷èñëà a1, a2, . . . , an äà èìàò
íàé-ãîëÿì îáù äåëèòåë 1 å åêâèâàëåíòíî íà:

S(a1) ∩ S(a2) ∩ · · · ∩ S(an) = ∅.

Íåêà a ∈ X, |S(a)| = k è íàé-ãîëåìèÿò îáù äåëèòåë íà ÷èñëàòà îò X å 1. Íåêà S(a) =
{p1, . . . , pk}. Òîãàâà îò ãîðíîòî óñëîâèå ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî i ≤ k ñúùåñòâóâà åëåìåíò bi ∈ X,

çà êîéòî pi 6∈ S(bi). Òîãàâà S(a) ∩ S(b1) ∩ S(b2) ∩ · · · ∩ S(bk) = ∅ è ñëåäîâàòåëíî X íå ìîæå

äà å n-ïúëíî çà íèêîå n ≥ k + 1.

1. Ñåãà, àêî X ⊆ {1, 2, . . . , 2019}, òî òúé êàòî 2.3.5.7.11 = 30.77 > 2100 > 2019, òî âñåêè
åëåìåíò íà X èìà íå ïîâå÷å îò 4 ðàçëè÷íè ïðîñòè äåëèòåëÿ. Òàêà ÷å, àêî X å k-ïúëíî,
òî k ≤ 4. Îò äðóãà ñòðàíà ìíîæåñòâîòî

X = {2.3.5.7, 2.3.5.11, 2.3.7.11, 2.5.7.11, 3.5.7.11}

å 4-ïúëíî. Íàèñòèíà íàé-ãîëåìèÿò åëåìåíò íà X å 3.5.7.11 = 77.15 < 1200 < 2019,
âñåêè ÷åòèðè èìàò îáù äåëèòåë, íî íå è âñè÷êè.
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2. Ñåãà ùå íàìåðèì âúçìîæíî íàé-ãîëåìèÿ áðîé åëåìåíòè íà åäíî 4-ïúëíî ìíîæåñòâî.
Òúé êàòî X å 4-ïúëíî, çà âñåêè åëåìåíò x ∈ X |S(x)| ≥ 4. Îò äðóãà ñòðàíà, òúé êàòî

x ≤ 2019, òî |S(x)| ≤ 4 è ñëåäîâàòåëíî |S(x)| = 4. Íåêà P å ìíîæåñòâîòî îò ïðîñòè

äåëèòåëè íà åëåìåíòè îò X, òîåñò:

P =
⋃
x∈X

S(x).

ßñíî å, ÷å |P | > 4, èíà÷å P = S(x) çà âñÿêî x ∈ X, äîêàòî ñå÷åíèåòî íà
⋂

x∈X S(x) = ∅.
Ùå äîêàæåì, ÷å |P | = 5. Ïúðâî, àêî x, y ∈ X, òî |S(x) ∩ S(y)| ≥ 3. Íàèñòèíà, äà
äîïóñíåì ïðîòèâíîòî òîåñò, ÷å èìà p, q ∈ P , çà êîèòî S(x) ∩ S(y) ⊆ {p, q}. Òúé êàòî

ñå÷åíèåòî íà âñè÷êè S(a) çà a ∈ X å ïðàçíî, òî èìà z è t, çà êîèòî S(x)∩S(y)∩S(z) ⊆
{p} è S(x)∩S(y)∩S(t) ⊆ {q}. Íî òîãàâà S(x)∩S(y)∩S(z)∩S(t) = ∅, êîåòî ïðîòèâîðå÷è
íà òîâà, ÷å X å 4-ïúëíî. Âòîðî, äà äîïóñíåì, ÷å P ñúäúðæà øåñò ðàçëè÷íè åëåìåíòà

a, b, c, d, e, f . Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà íåêà S(x) = {a, b, c, d}. Íåêà y ∈ X è

e ∈ S(y). Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæå äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å S(y) = {a, b, c, e}.
Íåêà z ∈ X ñ f ∈ S(z). Òúé êàòî |S(z) ∩ S(x)| ≥ 3, è |S(z)| = 4, òî íå ìîæå e ∈ S(z),
çàùîòî e 6∈ S(x). Òîãàâà òúé êàòî |S(z) ∩ S(y)| ≥ 3 è e 6∈ S(z), òî S(z) = {a, b, c, f}.
Íàêðàÿ, íåêà t ∈ X å ïðîèçâîëåí. Íåêà |S(t)∩{a, b, c}| = i è |S(t)∩{d, e, f}| = j. Òîãàâà
i + j ≤ |S(t)| = 4. Ñåãà àêî i < 3, òî i = 2, èíà÷å |S(t) ∩ S(x)| < 3. Íî òîãàâà j ≤ 2
è ñëåäîâàòåëíî S(t) íå ñúäúðæà íÿêîå îò {d, e, f}. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà,

íåêà òîâà å d 6∈ S(t). Ïîëó÷àâàìå, ÷å |S(t) ∩ S(x)| < 3. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî
|S(t) ∩ {a, b, c}| = 3, òîåñò âñè÷êè ÷èñëà îò X ñå äåëÿò íà a, b è c. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òîâà ïîêàçâà, ÷å P = {p1, p2, p3, p4, p5} çà íÿêîè ïðîñòè ÷èñëà p1, p2, p3, p4, p5. P èìà 5
÷åòèðèåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà: S1, S2, S3, S4 è S5, Si = P \ {pi}. Òúé êàòî âñåêè 4 îò

òÿõ èìàò îáù åëåìåíò, à
⋂

x∈X S(x) = ∅, òî çà âñÿêî i èìà åëåìåíò x ∈ X ñ S(x) = Si.
Ñëåäîâàòåëíî X ñå ðàçáèâà íà 5 íåïðàçíè êëàñà:

Xi = {x ∈ X |S(x) = Si}.

Òúé êàòî X ⊆ {1, 2, . . . , 2019}, òî:

Xi ⊆ Yi =
{
p1p2p3p4p5

pi
a |S(a) ⊆ Si è a ≤

2019pi
p1p2p3p4p5

}
.

ßñíî å, ÷å ìíîæåñòâàòà Yi ñà äâå ïî äâå íåïðåñè÷àùè ñå è áðîÿò íà åëåìåíòèòå â Yi
íàìàëÿâà ñ íàðàñòâàíåòî íà åëåìåíòèòå â P \ {pi}. Ñëåäîâàòåëíî ñóìàòà

∑5
i=1 |Yi| å

ìàêñèìàëíà, êîãàòî P = {2, 3, 5, 7, 11}. Òîãàâà ñ äèðåêòíà ïðîâåðêà íàìèðàìå, ÷å:

S1 = P \ {2}, |Y1| = 1

S2 = P \ {3}, |Y2| = 2

S3 = P \ {5}, |Y3| = 4

S4 = P \ {7}, |Y4| = 6

S5 = P \ {11}, |Y5| = 9.
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Ñëåäîâàòåëíî |X| å íàé-ãîëÿìî, êîãàòî P = {2, 3, 5, 7, 11} è X = Y1 ∪ Y2 ∪ Y3 ∪ Y4 ∪ Y5,
è òîãàâà |X| = 1 + 2 + 4 + 6 + 9 = 22.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. � çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å àêî åëåìåíò |S(x)| = k çà íÿêîå x ∈ X,

òî X íå å (k+1)-ïúëíî; 1ò. � çà íàìèðàíå íà n; 3 ò. � çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å |P | = 5 è S(x) ñà
âñè÷êè 4-åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà P ; 1 ò. � çà äîâúðøâàíå íà âòîðàòà ÷àñò îò çàäà÷àòà.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò: 8,1, 8.4 � Èâàéëî Êîðòåçîâ; 8.2, 8.3 � Èâàí Òîíîâ; 9.1, 9.2,

10.1 � Äèàíà Äàíîâà; 9.3, 10.3, 10.4 � Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ; 9.4, 10.2, 11.3, 11.4 � Àëåêñàíäúð

Èâàíîâ; 11.1, 11.2 � Åìèë Êîëåâ; 12.1 � Ñòåôàí Ãåðäæèêîâ; 12.2 è 12.3 � Àñåí Áîæèëîâ è

Ñòåôàí Ãåðäæèêîâ; 12.4 � Àñåí Áîæèëîâ.
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